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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Το τεύχος που κρατάτε στα χέρια σας περιέχει τις ασκήσεις 
που δημοσιεύθηκαν στην εφημερίδα της Καλαμάτας 
«ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ» τον Απρίλιο-Μάΐο-ϊούνισ του 1995, ως συμβολή 
του παραρτήματος Μεσσηνίας της ΕΜΕ στην προετοιμασία των 
υποψηφίων της ίης και 4ης Δέσμης, 

Το τεύχος είναι χωρισμένο σε δύο μέρη. Το πρώτο μέρος για 
την Ιη Δέσμη, το 2ό μέρος για την 4η δέσμη* Είναι προφανές άτι 
οι ασκήσεις της 4ης δέσμης παρουσιάζουν ενδιαφέρον και για 
τους υποψήφιους της Ιης δέσμης. Σε αρκετές περιπτώσεις 
θεμάτων ισχύει και το αντίστροφο. 

Έχει καταβληθεί προσπάθεια ώστε με το σύνολο των 
ασκήσεων κάθε δέσμης να καλύπτεται η εξεταστέα ύλη της 
δέσμης, όσο βέβαια επιτρέπει ο περιορισμένος αριθμός των 
θεμάτων. 

Τα θέματα έχουν κατά κανόνα γενικό χαρακτήρα, κατά το 
μεγαλύτερο μέρος τους είναι πρωτότυπα και είναι προϊόν 
εργασίας και συνεργασίας πολλών μαθηματικών της Μεσσηνίας 
από τον Δημόσιο και Ιδιωτικό χώρο. 

Το παράρτημα Μεσσηνίας θέλει να ευχαριστήσει θερμά 
όλους όσοι συνέβαλαν με τον οποιοδήποτε τρόπο στη 
διαμόρφωση αυτών των ασκήσεων, θέλει επίσης να ευχαριστήσει 
ιδιαίτερα τον συνάδελφο μαθηματικό Θεόδωρο Παναγόπουλο για 
τον κόπο και το χρόνο που διέθεσε για τη γραφή των θεμάτων 
στο ΟοπφιιίεΓ και τον συνάδελφο εκδότη Χάρη Βαφειάδη για την 
προθυμία με την οποία ανέλαβε την έκδοση αυτού του τεύχους. 

Ζητάμε την κατανόησή σας για τυχόν λάθη που θα 
επισημάνετε. Είμαστε έτοιμοι να δεχθούμε τις παρατηρήσεις σας, 
τις υποδείξεις σας, τα σχόλιά σας στη Διεύθυνση: 

ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΜΕΣΣΗΝΙΑΣ 
Φραντζή 6 24100 ΚΑΛΑΜΑΤΑ 
Τηλ.- Ραχ: 0721-93639 


Καλαμάτα Οκχώβρης 1995 
Η ΔΙΟΙΚΟΥΣΑ ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΤΟΥ 
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ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ 


ΐη 

ΔΕΣΜΗ 
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ΘΕΜΑ 1.Α 






παραγω γίσιμη στο με 



>«. συνάρτηση Ε(0,+^τ)-* Β δύο 

ί(χ)£ί(©)Μ για κάθε ϊε( 0,4®) και Γ^©)*Θ.Να αποδείξετε 6η 
«»νάρ»ΐ|βη 8(χ) = |ίί«' )| 2 έχ« £λώχ 1β «. 

Απόδειξη 

Επειδή ί(χ) 2 ί{©} για κάθε χ € (0,-κο) η Γ παρουσιάζει στη θέση χ-β ολικό, 
άρα και τοπικό ελάχιστο και επειδή η Γ είναι παραγωγίσιμη στο ε είναι 
σύμφωνα με το Θ-Ρεπτιαΐ, ί'(β) - 0 (ί). 

Επειδή Γ δυο φορές παραγωγίσιμη θα είναι και η £ δυο ΐ| 
παραγωγίσιμη με 9'00 - 2Γ(β* ϊήβ 1 )β* (2) και 

9 "(χ) = +^Γ(β κ )| © 2 * + 2Γ{ ©*)((©*)©* ή 

9 "(χ) «2β χ ίί*( ©* )ί{© χ )© * + |ί '(© Λ )| © * + Γ(β 1 )ί(β*} (3) 

( 1 ) 

θέτω χ-1 και έχω; 9 '( 1 ) - 2Γ(β)ί(β)β - 0 
9"(1) = 2β|ί"(©ϊί{β)© + 0*0] = ΖΗ 2 ί(β)ί' Τ (β) = 2β 2 ί"(β) 
αλλά ί Μ {©> * 0. Αν είναι Η«)<0 τότε ίΧ©) τοπ. μέγιστο, άτοπο* 
ί'Χ©)>0οπότε και 9"(1) >0 επομένως η £ έχει στη θέση χ-1 τοπ* 
ελάχιστο. 



ΘΕΜΑ 2 Α 


V 






Έστω η υπερβολή γ = — και χορδή Α8 αυτής οπού Α,Β ανήκουν σε 

% 

διαφορετικούς κλάδους της υπερβολής και Γ είναι σημείο της υπερβολής 

* 

»« ΒΓΛ = *0 . 

α) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της υπερβολής στο Γ είναι 
ευθεία ΑΒ. 

β) Αν η ευθεία ΑΒ τέμνει τους άξονες %’% και γ'γ στα Α και Ε 
να δείξετε ότι ΑΛ-ΒΕ. 

γ> Μια εφαπτομένη της παραβολής γ 3 ~ 4χ τέμνει την υπερβολή γ = — 

* 

δύο σημεία Κ\Λ. Να αποδείξετε ότι το μέσα του τμήματος ΚΛ κινείται 
παραβολή 

Απόδειξη 

α) Έστω 
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Α{α Γ -), Β(β.^) Και Γΐγ,-) Τότε ΑΓ = 
□ β V 


V - α 


Υ-α 


Γν-β] 

Τ 1 

= 

α-γ 

και Β Γ = 

?-¥ 

V α 


α Υ 


βν 


ψ* 

1 

ι. 

V 

0 4^—- - 


* 


επειδή 

ΑΒ ΙΒΓ,=> ΑΓ ΒΤ 

(τ-«Χτ-β)+ ~ -^ = ο «■ 

I + —= 0=>αβγ 2 =-·» (1) 

α?ν ! 

II εφαπτομένη της 

ί[κ) - ^ στο ηγ. έχει σ + δ. 

ί'ίγ) = —ί και η ΑΒ έχει 


1_ 1 α ~Ρ 

Α = ■&—— =! ^ * Επομένως για να είναι η εφαπτομένη 

1 , _1 

αβ αβγ' 

ισχύει λόγω της(Ι) 


σΛ 


κάθετη στην Α Β αρκεί: = -1 θ —= - 1 <=> οβγ = -1 που 


β) Η εξίσωση της ΑΒ είναι; 

Ί 1 111 

¥-- = —“(χ-α) Ο ? = — -:* + - + ’£ « κ + αβγ = α + β ( 2 ) 

α αρ αμ α ρ 

η» *=ο *> ν - α α ^- ^ ε(ο. α ^ β ) 

Για γ=ΰ χ = α + β άρα Δία + β,Ο). Επομένως 
(ΑΔ>= 1 1(α + ρ-α) ϊ + [-Ι] = 1 ]ρ 1 *^ 

κσι(ΒΕ)= ,|'(Ρ - Ο) 2 *1 °-- β - - “) = |β 2 + 4· "ότε(ΑΔ)=(ΒΕ) =>ΑΔ=ΒΕ. 


γ> Έστω 




το σημείο επαφής. Τότε η εξίσωση ΐης εφαπτομένης 


3 


ί 2\ ^2 

είναι: γγ 0 ®2χ + ^ Ί ^ = 2χ + ^« 

1 ' ι 

Αυτή τέμνει τον άξονα γγ’ στο ν(ο,~| και τον άξονα 

.■( 

Γ ο Β 
0 + 


χχ στο 


2 χ 
-τ·° 

4 


. Από το προηγούμενο ερώτημα είναι ΚΝ=ΡΑ επομένως το 
Μ(χ,γ) του ΚΑ είναι το μέσο του ΡΝ, Αρα: 


χ = 


(- 4 ) 




-Α 

8 


4 


ή 

ν 0 


= - 8*1 
= +/\ 


ο. 


γ 2 = ~ ~χ 


πα 


Δηλαδή το Μ κινείται 


ψ \ 

Η 

1 


ί X 


ΘΕΜΑ 3.Α 




. §ϋρρ|| | 

Έστω η συνάρτηση ί κυρτή στο διάστημα (0 ,+φ) « Νσ < 

) Κ*ι) + Γ(χ,) > 2 ί[ 4 γ^) 1, “" ί “ βε *ι.*ι ε( 0 »+*)· 



I 


ότι: 

ΐρ&Ηίίί· 

-Η*,. 


Β) Αν ί γν + αύξ, στο (Ι,+αο) και Γ(1) = - τότε Ι(β)+Γ(—)>! για 

2 α 




α>1. 






γ) 1 ί I 1+ 4ΐ ί1 0χ > α-— για κάθε α>1 

" Ιτ,Η χ 1 ) α 






Απόδειξη 

η) Έστω Χ^Χι, 

Γ(*,) + ί(Χ 2 ) > 2ί( ο ί(* 2 ) - »( 51 —) > {^Τ 1 ) ~ ίίΧ,) (1> 













































































Αίτό Θ.Μ.Τ. υπάρχκι ξ, Ε ( ίί 11ίΐ ιΧ! . τέτοωώσΐε . 

«* 2) ^ϊι1ϋ) 


ί·((ι)- 


*ι+*ζ 


ί(χ 2) . ί (ϊι±*ι] = ^ϋ Γ(ξι) 


και 


ΐέτο 10 ώατε £ΐ±ίϊ.)-«*,) = οκότε η 

Ρ Τίν£ ™ : ^*&> “ Γ «»> > ''«3> *«. ισχώε» β 1( 

Ιξί ^ζί και η V είναι γν. αύξουσα συνάρτηση αφού η Γ είναι κυρτή 

(~- η 

Ιί) Η ί είναι κυρτή επομένως ί{-1)+!(□)> % 

1*1 


α + - 

□ 


(2) 


|Αλλά α+~ζ2 για κάθε α>0 ώρα «Η γω α>! οπότε 


(/>καϋ£; ί 


Τ 1 

α ε — 


Γ 11 

0 4- 

4* 

( 1Ί 
α + - 

α 

>ί(1)=»ί 

□ 

α 

2 

2 

2 

ν ^ 


κ / 


ί ^ 


> 1 ( 1 ) 


Από (2) ρ (3)=>Ιΐα) + |^>ΐ 

α 


'ίίκ - α +■ — α * ι 
σ 


|Τ> θέτω 9{α} " 2β/( 1 + “τ] β 

3' * 

α 

Γ &( 1+ ^) ββ + ^( 1 + ^) βα ~( 1 ^) = (ι+^|^« 0 +^·»-ι 

! ΐ ,+ ?)Η +, ΰΗ 

| 

,(χ)= 2 β *' συνάρτηση μκ ί'(χ) = ^ β* >0 και ί"<χ) = Λ β * > 0 
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ϋηλαδή Γ γν. αΰξουσα, κυρτή στο Ε και Γ(1)--. 

Αρα Ι(α) + ί| ^ - 1 >0 για κάθε α>1 άρα 9 Ρ (σ)>0 για κάθε α>ί οπότε 


Ε γνησ. αύξουσα στο [Ί,-κο) 

9ΐ1ϊ = 0 [ 


Επομένως αν α> 1 είναι =» $(α) > 0 — 1 11 1 + - \ | 


β*άχ > α + — 
*'/ α 


για κάθε α>1, 


ΟΕΜΑ4.Α 




ία-1ϊ 3 Γ™ 1 

Να αποδει^θεί η αηβύιηικ -— + α -1 > 4Ϊ I . άχ, α>1 

4 *>« VI *χ 2 

Απόδειξη 


Έστω η συνάρτηση, Γ(α} = 


(ο-IV 


+ α 


ΐ νι+χ' 


άχ *σ £ Τ. 


Είναι ί'(α) = -—- 4 ΐ - λ/ 2 -π— 1 -π· * - 


1 σ + 1 λ/2 


2 VI+ α 2 2 ^ 


Έ α£ 1* 


72-^ 

1, Λ 


+ α' 


1 + α- 


> 0 για κάθε: α£ I, οπότε ί' είναι γν.αυξ. στο 


Παί = -4 
[*·+·>■ 

Επομένως, αν α> 1 =* Γ(α) > ί'(1) => Γ{α) > ^ =» Γ(α) > 0 

Αρα Γ γν, αύξουσα στο [0,+®). 

Επομένως, αν α>1 


ί(α) > ί(ή ί(α) > 0 => 


(α-1Γ 


+ σ 


'^ίτ' 


^ νϊ·*·Χ 2 


<1χ 
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Για γ“0 είναι χ-2 άρα η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα χ'χ στο 
σημείο(2,θ> δηλαδή σε σταθερό σημείο, 
γ) Οι εφαπτόμενες της παραβολής στα Α,Β είναι; 


ΥΥΐ = *+*)] 

-χ + γγι = χ> 1 


-1 V: 


0,·= 


Υ\ 

ΥΛ=*+*ι] 

ι 

, 0 = 

-1 χ 2 

= Υ\ - Υι 


-Χ + ΥΥ2~*2} 




*2 

Ϊ2 


= *ιη-*ίϊ\ 


_ ν& ή* _ ν.ΥιΙν, - V; ' _ ^Ην· - Υι) _ φ ν ) 


Αρα 


2 2 2 
ρ» _ -φι ~νζ) ■ 


Ρ Λ“Λ 

στην ευθεία χ = -2 , σταθερή ευθεία. 


ΘΕΜΑ 4 Α 


2. Δηλαδή οι εφαπτόμενες τέμνσνταί 





Λ) α) Έστω η υπερβολή χ 2 -γ 2 ~α 2 και δύο σημεία Α,Β στον 
κλάδο αυτής- Αν Μ(χ*, 7<) είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ να 

άτι η εξίσιοση της ευθείας ΑΒ είναι χχ 0 ~ = χ„ - 

Αν η ευθεία ΑΒ τέμνει τις ασύμπτωτες στα σημεία Ι\Α 
άτι ΓΑ=ΒΛ 

6π οΐ Εφαπτόμενες αία Α,Β τέμνανται, στο Θ και Ε σημείο 
του ι κλάδου της υπερβολής στο οκοίο η Εφαπτομένη είναι 

στην ΑΒ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Ε,Ο,Θ είναι 

■ 

Απάντηση 

Α) α) Εστω Α(χι ι) και ΒίΧ]^) * Τότε 




χ{-γ{ = α 2 

*1-νί= αί 


*? - νι » *? - ή => (*ι - *ιΧ*> * *ϊ)= δι - ΧιΚΧι + Χι) Ο) 


Αν χ, * χ, τότε *' * Χι = ^ ^=>= λ Λ{1 => — = λ 

Υι+ϊί Χ| -*2 ϊϊο Υο 


ΑΒ 


Αρα η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι: γ - γ 0 - -2- (χ - ις,) ο 

Υο 


Υϊο - γΐ = **.. - < <* 


^-γγ,^χΐ-γΐ 


( 2 ) 
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ΚΙ <·ί41Η· . 



Αρα (Σ) ο 


* ΟΙίόΧϋ ΓΐΧο+^ΰ , Χ(ΐ + Χο) 


( , \»\ > = ~\ .1 (Σ') 

1**0 -ΪΪΒ 1*(*0+ν θ ) = *0-νο] 


ήταν σημείο της ασύμπτωτης γ=χ 
* = * 

1* κ *ο + χ«, 

X*-: 

**ο -ϊϊο 

Είναι Χο+ϊ 0 ^ΰ=>Χο^-ϊ 0 ΤΚΚΐ διαφορετικά το Μ θα ήταν σημεία 
της ασύμπτωτης γ = -χ* 

Αρα (Σ’) Ο{ ' I οπότκ Δ{χ„ - γ,,.γ,, - χ,,) 

* = *ο - ϊο ) 

Είναι ΜΑ=ΜΒ άρα για να αποδείξω ότι ΓΑ=ΒΔ αρκεί να αποδείξω ότι 


ΜΓ=ΜΔ. 

(ΜΓ) - ^(Χο + ν« - *ο) 2 + (*ο + Υο ' Χο) 2 = )!%+Κ και 

(ΜΔ) = ^ - ϊο - Α>) 2 + (ϊο - *ο - ϊο) 3 = >/ϊί + *£ “ρα ΜΓ=ΜΔ. 
Αν χ, = χ 2 η (1) γίνεται (γ, - γ 2 Χϊι + ϊι) = # 

Αν Υ| = γ 2 χ ότε ΑεΒ άτοπο , άρα χ ( ΐ γ 2 
οπότε χ 4 + χ 2 = Ο =»γ, = ^γ 2 . 
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Δηλαδή το Μ είναι στον χ'χ και έχει 
συντ/νες Μ(χ α .Ο) 

Επομένως Γ(χ 0 ,χ 0 ), Δ(χ„ ί “Χ„) οπότε 

(Μ Π - * (Μ Δ) = , άρα πάλι 

ΜΓ=ΜΔ 

Β) Οι εξισώσεις των εφαπτομένων τηα 
υπερβολής στα Α.Β είναι; 




-Β 2 


χχ 2 - νϊ 2 - α' 


. Ο- 


*ι -η 
*2 -Λ 


= *2Ϊ| - *ΙΪ2 


Ρ 

1! 

α 1 -γ, 

2 

= «^1 -<Οι=« 3 ()Ί -^ί). Ο, = 

Λ, α 2 

2 


α «χ 2 


χ 2 α 


«*(*.- *2) 


άρα Ον^ ^χ,-χ,) 

ο *ϊΥ|-*#ϊ Ο *2Υΐ- χ #2 


° 2 (Υ| - >2) ° ? (*Ι - *ζ) 

*:>ι -*|Υ2 ’ *2Χ| -Ίιη 


δηλαδή ΐ 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της υπερβολής στο Ε(χ Ε .γβ) είναι: 


χχ£ - υυε = α 2 και έχει συντ, διεύθυνσης — 

Υε 

Η ευθεία ΑΒ έχει συντ.διεΰθυνσης — 2 —— επομένως ^ —-- 1 - (5) 

*2^*ι ΥΕ 

\ 


Για να είναι τα Ε.Ο,Θ συνευθειακά αρκεί: 


Ο 

*Ε 


Ο 

ΥΕ 


^(Υΐ-Υΐ) 


1 












































«Ε 

/Ε 

α2 (*ι-*ϊ) 

= 0 <=> 

*Ε ΥΕ 

- 0 ο 


*2Υτ - Χτϊ2 

*2Χ1 " *1Ϊ2 


VI - νζ *1 - *2 



*ε(* 1 -Χ 2 ) = *Ε{¥ΐ-ν 2 ) β ~ = — — ικηι ισχύει λό τ <μ της (31 

ΧΕ ^2 -κ 1 


ΘΕΜΑ 6.Α 






Να βρεθεί συνάρτηση ϊ παραγίογίσιμη στα Η για την οποία «ιχ*η: 

Γ(χ) - χ + Γ α _ϊ Γ{χ^ χ)άί (1) 

Α» 

Απάντηση 






Είναι φανερό άτι η συνάρτηση / όεν 

ηαραγωγίζεΐαι όπως είναι. 

Η παραγώγι<τη γίνεται ίίϊαν // σννάρτη* 
αη που είναι μέθα στο ολοκλήρωμα 
ώναι συνάρτηαΐ} τοο ϊ νατά τον τύπο: 


(ί.Η 


/(*)■ 


Πώς λοτχόν βα ζ&ωλήραι το χ από 
τον τύπο /{χ -§) ; 

Μόνο με αλλαγή μεταβλητής. 


Θέτω χ-ι=ϋ^ι=χ « τ^άι =ίΐιι 
Αν (—0 τότε α=χ ναι αν ι=χ 
τότε υ=0 οπότε: 

Γ β"'Γ(χ-1)(|| Γ ^“'ΓξυΚ 4 ιι) = 

*ο λ Μ 

-ί βν*Γ(ϋ)«Ια = β'· Γ β υ Γ(ιι>(1υ 

ία 


ί '* 

€ ^(ιι)άυ => { Πο/Λ απλααιάζω με ^ ) 

€' Γ{χ} = χε* + ^ ^ 13 Γ{ υ)ίΙμ (χαραγωγίζω) 

ν χ ΐ(χ) + β“Γ(*) = ε* + χο* + β 'Γ (χ ) => ^ ρ ( χ) 5 , + χ 

χ* 

<χ) = χ + —+ϋ (2) Αχό την (ί) για χ =0 είναι ί(0)=Ο άρ<ι ς =0 


επομένως η (2) γίνεται 


Γ{χ) = χ + 


1 



ίο σιήμα Ιχ« γίνει η γραφική παραατα<Π| της οννορτηση 

41 4 Ρ Ιιι \ 

- - “ - » με α, ρ ί 0 


* 

-- —- 

, 

Γ~^~~ —- 

0 

ϊ Χ 0 * 


Α) α> ΓίΧ> = 


► Μέγιστο στο χ = I =>Γ(1) = 0θ β-σ-βΙηΙ =0<* [α = β] (I) 


-β - χ 2 -(β-α-βΙηχ) 2χ _ 
► Γ'Χ*) =--—--- 


■Μ 


α) Να ΡμΜν τα α και β 
Ρ)Να βρεθούν οι εξισώσεις το 

ασύμπτωτων της Γγ ί οα* \>πάρχρι 
γ) Να υπολογιστεί τα Εμβαύό 
χωρίου που περικλείεται απά 
τον άξονα χ'χ* και 
εφαπτομένη της 0| στο οη|ΐ 
καμπής της, 

Β) Να βρεθεί το πλήθος των ρυ 
της -χ +2=2 


Απάντηση 


I 


α + β!πχ 


β- χ*(α + β!πχ) 1 
Γΐ*) = -*- Γ - 


οί«=Μ! 

X 


~3β + 3£ΐ + 2βΐπ( χ) 


<Π 


υι 

►Καμπή σια χ 0 => Γ(χ 0 ) = 0θ- 3α + 21α + 2ωΙηχ« =ΟοΤα Ιη*„ = α ο 


<=> Ιπ % 0 = — ο 


*ο = 


( 2 ) 




Ο 3α = 3θ α = ϊ 
Ρ) Α = (0,+σο) 


* Αρα α = β = 1 


και 


Γ<*) = 


1 + 1η χ 


, ( , 1+Ίπχ 

► !ίτη Γ(χ) = Ιιτπ -— 

*-+0* ϊ-»0* 


■(?)= 


αρα η 


χ = 0 


κΕϊτακόρυφη 


ίίσνμίΓΓίοτη 
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► λ = Ητη = ϋτη 


*-++» X Κ-»+βΟ 


■(=)■ 

►μ = ϋιη ίΠΓ*) - θ| = Ιιγπ = ί—1 = 

*-++* % V +οο/ 


1 


ϋιη Ιιιώ —- = ίΐ 

χ-»4β> 2χ 4 


I 


Ιίιη = Ιίηι — = 0 

*-*+® I Ι-μ+* * 


“ί** ^ 1 Υ"0 1 οριζόντια ασύμπτωτη στο +® 



Τ) Για το σημείο τομής * | 
της με τον άξονα 

χ’χ έχουμε: 

Ι(^}- Ο Ο ^ + =0 

X 

ο I + Ιηχ, =0 


<=> ΙηΧι = ! οχ, = - 


Είναι 

—- χ “(ί + Ιηχ) 

α*)= 2 —ξ—: 


-ίηκ 


/Λ·/ε 


,-.Αρα ?'(**)=/’(·&) = - - Γ 

■ (Λ)’ 


= -~ *<„ /τ*ο;=/^;= 


Ι + 1β·Λ_ 3 3^ Ρ . 

7* — " ϊίβ ” ^Γ' Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης της Γ, 

στο χ 0 είναι; γ - ~ = - V*) Ο 2^ + χ-4^ί = 0 

Για γ == 0 => χ = -4λ/ζ „ άρα η Εφαπτομένη τέμνει τον χ'χ στο χ, 4Λ 
Το ζητούμενο εμβαΟό είναι: Η -1 Γ(χ)<1χ +^(χ 2 - Χο}^^) 

^Τ+Ιπχ . \ ί γ- I 


ί ^'Ι + ΙΐΐΧ. 1 / γ ί-ν 3^0 Γ^ # 1 ί^Ιηχ 9 

-^ + -(4Λ-7ί )^=\ ~<!χ+ Γ —ϋχ+- 

ι/* * 2' ' 2ε Ιι/ί χ ^ χ 4 

Μ 4 ]>Φ*Η*ϊΜ! 4 -!-Η-?** 
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Β) 


Σχόίΐα 

Το ηλήθος των ριζών της 

2* - -χ" +2 
αατίί ης τομές των γραφι¬ 
κών παρίνπάσιχίί* των 

σον^τ^σκων γ = 2*«ν 

Υ = -χ 2 + 2 ίίχίνς φαί* 
νέτοι Μ» στο Απλαντί 



► θεωρούμε τη συνάρτηση Ι'(χ) = χ 2 + 2* - 2 (I) συνεχή στο [-10] και στο 


ί 9 

ίϊ-2) = 4 + — - 2 = - 
4 4 


Γ(-2)Γ(0) = --<0 και Γ<0)Γ(|) = -)<() 
4 


Είναι ίϊΟ)^ίΙ + ί = 2 = -1 

Γ(ϊ> = 1 + 2 “ 2 = 1 

Αρα ισχύει το Θ.ΒοΙζαΛν στο διαστήματα (-£0), ((ξΐ) δηλαδή υπάρχουν 

Ιϊξ.) = 0 


Γ«ΐ) = *> 


Αρσ η (1) έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στι 


ξ, €(-2,0), ξχ φλ ): 

διάστημα (-Ζ1) 

* θα αποδείξουμε ότι έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

Έστω ότι η (I) έχει 3 τουλάτιστόν ρίζες ρ ( < ρ 2 < ρ 3 στο (—2,1), 

Είναι Γ{ρ ί ) = Γ(ρ 2 ) “ Πΐρ^) = 0 και η ϊ είναι συνεχής στα [ρι«ρ 2 ] ι [ρ 2 *ρ 3 ] 
παραγωγισιμη στα (ρ, ρ ρ 3 ) , (μ^ρ,) με ϊ %χ) ^ 2χ + 2* ί π 2. Αρα ισχύει τ 
Θ.ΚοΙΙ* δηλ. υπάρχουν χ, €(ρ ]Γ ρ 2 ) , χ 2 ^Ρι.ρ*) : Π&) = Γ(χ,) = 0 (2) 
Αλλά η Γ είναι συνεχής στο [χ|,χ 2 ] και παραγωγίσιμη στο (*|,* 2 ) κι; 
λόγω των (2) ισχύει το Θ.ΚοΒε δηλ υπάρχει ξ ^(χ κ ,χ; 2 ) 

"(ξ) = 0 ο 2 + 2 ^( 111 2) 2 = 0 άτοπο γιατί 2 + 2^ (1η 2) ’ > 0 για κάθε ξ & Κ 

επομένως η (I) έχει το πολύ 2 ρίζες στο (-2,1) και επειδή έχει κ«ι 
τουλά χιστον 2 θα έχει ακριβώς |. Αρα και η δοθείσα εξίσωση έχει 1 ακριβώ 

ι ιφφτ-ι IV 


ρίζΕςοτο (-2,1). 









































































































ο 

-βή - 




ο 

ββ 

ε* 1 

Μ 

,Φ- 


-Μ 

■βη 


Μ 


.-νι 


Μ 




- Ο, Άρ« ι τα Α ,0 η Β συ ν/κά. 



Ρ) Γ'(χ) - 1 ^ = Ο ο χ = 


6 

Λ 


2 

Λ 


Αρα τα σημεία στα οποία η 
παρουσιάζει το π. ακρότατα κίνιιι 
τα: 

Αβ νη Λ ί λ νη 

'Ιτ-^Τ 1 ΤΤ’"^]· 

Τα κέντρα των κύκλων θα βρίσκονται στη μεσοκάΒετο της ΓΔ . Μέσο 
της ΓΔ κι ναι το 0(0.0) , συντελεστής διεύθυνσης της ΓΔ είναι 

νϊ/Λ I , Εί 

λ - —^^ επομένως η εξίσωση είναι η 


Πίνακας 2 


Υ 


= -Λχ 


ΙΙκπ Γ(χ) = 1 ίτη 


*· I 

= Ιίιη -- = 0 και Ππι Γ(χ) = 0 


γ) Είναι 

2χβ* Χ-+-4Π 

επομένως σε συνδυασμό με τον πίνακα 2 προκύπτει ότι σύνολο τιμών της 

' Α Λ’ 

2<Λ ' ϊΐ 


συνάρτησης είναι το Γ(Α) = 


δηλαδή ισχύει ί 


4ΐ 

23* 


Λ 

ϊΓ* 


ί Γ(χ) < για κάθε ΐίΚ ο ί(χ>| & ^ χ Κ . Αριι Μ 


& 

2?β 


τζ 


. ί*·»*. 


δ) Κπι^-— = Ιϊτη 


Χ-+1 ίϊ — 


(χ-1)· 


*“ΐ| 


{(χ-1) 1 ] 


= 11»^ ^^ϋπ,^ίί^Ι 

*^Ι 2(χ — I) ϊ-*ι2(χ-1) 


ϊχΐηχ 1 + 2χ(Ιπχ : )' (1 21η V + 4 _ 

Ιιτη--— 11 -— = Ιιιη-= 2* 

χ^ΐ 2 ηΙ 2 


Αρα Ε 


Γ*» χ1 ώί= ί 

/ο * 


^.1 

-*·τ 

β 

)ΰ -2 

—2 

1 -Ιο 


2χΓ 


ΘΕΜΑ 10.Α 




<ιινάριΐ|πη ί «αρβγωγίβιμη ®™ («.+«)· Να Ρρ*>™ 

αράγωγο της συνάρτηση^ ίΛ*) « " 

Ρ) Να Ρρεί™ *Ί βυνάρτηβη I ον ιοχνη : 

(I) ί*χ) —Γ<χ) = *?' , χ γιακάβι χ>0 

X 3 


X* 

και η ( ,ορονο,άζϊ» <ττη βέαη κ„ = 1 »*ικ6 οκρ4«χα. 

_ χ’π*) 

Β) α) Να υπολογίσετε τυ 11η· 


*-*ι X -1 

β) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της ί 

Απάνττι 








Απάντηση 

Α. ο) Είναι Β·(Χ) = *%'(*) 

άρα @(χ) = χ+ε- 


Ρ) *■<*) = ® ι/, | Γ'ίχ}- ^Ϊ Γ<Χ > 


=> ί''*Γ(χ) = χ + ο => Γ(χ) = (* + Φ ' * < 2 ) 

Πριι αΑιοριαϋύί ιμβ_ £ 


ΤΖΕΤ^**-** Ο)*: ΠΜ»-* 

η ί έχε» στη θέση *=1 τ. ακράτητο είναι ί’(1)-θ . ΛΡ“ Γ 0> V* 
Αν θέσω στη (ί) *=1 έχω: -Ι/ε = 0 + Φ!/*=> 1 + 6 = => ε = 2 ' 

Αρα Γ(χ) = (χ - Φ 11 I 3 ) 

χ 5 +*-ϊ β -)Α ^* 1 Γ-(χ) = (χ-[Κ*+Ζ>®· Ι/( => 


α) Είναι Γ(χ)- } 

X 


χ 2 Γ*(χ) 


X -1 


(χ + 2)ε 




Ιίτη 

Κ-+1 X - ϊ 


Ρ) Είναι Γ(χ) = (χ - 2*' ν ' · * «(Ο·*”) 

► Ιίτη Γ(χ) =-ϊ-<> = 0 | Ι ' Π 'Λ = 

,-,ο* 'χ-*(Γ χ 


-κο=» ίι/η ί—-] = -® =ι Λ·.· 
χ) Χ-*(Γ 
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► Ιίηι - Χ · = Ηηι χ11 = Ι· β® - I => λ β 1 


Κ-++» X χ-*+® X 


IIιη (Γ(χ)- λχ) = Ιση [(χ - 2)ο' 1 '* - χ| - ΐϊιη [ τί 2—" β 1 * -1) 

-++Λ I *-Β4* V X / 




Ηηι 

Ι-»ΉΒ 


ί® οι 


χ - 2 


β -ι/* _, 


1|ηι (ί - ΐγ)*-> -1 1%) 1|πι - 2 ^ - Ο - 

γ ν-*ιι ( 


Ι/χ 

= -2-I = —1. 

Επομένως η ευθεία γ - χ - 3 είναι ασύμπτωτη της γραφικής 
παράστασης της Γ στο +οο, 




±3 


Θεωρό ύμε τη συ νάρ-; | ση Ρ(χ) 


-Γ(Γ-"Η 


β ΊηΐΛ \άγ με χ*γ>1 




α) Να βρεθεί η Ε(χ)* 
β) Λείξτε άτι Γ(χ) + Ρ"(χ) = Ιηχ 
γ) Να βρεθεί η θέση ενάς ακρότατου της Ε* 

Απάντηση 

I 

α) Είναι Ρ'(χ) = ^ ε ι ~ γ Ιτι Ιάϊ |άγ | - | 


€ ε * Ιπ ιάί 


ΡΜ««~"|νΐιιιΑ (1) 


* 

β) Από την (I) ^ £*Ρ'ίχ) - ^ σ 1 Ιη Ιάί => |ε χ Ρ'(χ) | ^ β" Ιη ιό! I => 

* τ *ο 

=> σ*Ρ'(χ) + £ Λ Ρ ,ΙΓ (χ) = ίηχ -> Ρ'(χ) + Ρ Μ (χ) = Ιηχ (2) 
γ) Αφού η Ρ είναι παραγωγίσιμη πιθανές θέσεις ακρότατων είναι οι 
ρίζες της Ρ(χ) = 0, 

Αρκεί λοιπόν να βρω μια ρίζα της Ρ'(χ) = 0 που να μην είναι ρίζα της 
Ρ»(χ) = 0. 

Από τις (1),ί2) Ρ'(2) = 0 και Ρ"(2) = Ιη 2 > 0. Αρα η Ρ στη θέση 

χ=2 

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το Ρ(2) 
ϋβ&ΠήΡΜΦίΤο ?(2) άευ μ ηορεί ι« υπολογιστώ, άλλωστε: άεν χρείόζΐχύΑ 


όιόΐΐ στα (γ) ερώτημα ζητάμε θέση ωφάτατον. 
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3 ΜΒ 31 


Α, Έστω συνάρτηση Γ : χΠχ1*3χΠχ) =1 - σ' ' * χ ε Κ (1) 




α) Να δείξετε άτι αν η ί έχει ακρότατο στο χ 0 * 0 αυτό είναι 




β) Αν η Γ" είναι συνεχής στο χ 0 = 0 τότε στο σημείο αυτά ι 
παρουσιάζει πάλι τοπικό ελάχιστο. 

Β. Έστω ί(χ) = χ α * 1α ~ % , τ>0, α>0. Να βρείτε το α για το οποί 
της ί γίνεται ελάχιστο* 

Απάντηση 

Α. α} Η Γ έχει ακρόταχο στο . άρα Γ(χ 0 ) = 0 (2) 

κ-χ* 01 *■>** 

ΚΙ) =» * 0 Γ"(χ„)+3χ 0 <''(*ο) = >- ί ' , “ οχ οΠ*ο) = )-«· 0 ο 


Βιότι: αν <0 => β*° <β° <ζ> ε* 4 ΐΐοί*· -1 <0 . ώρα 


Η -I 

ο Γ"(χ 0 ) = —- — Γ"(χ 0 > = -—— > θ (3) 


% 


χ 0 6 


!*< 


*ί|β 


*0 


>0 


αν χ (| > 0 β'· >ο°<=>ο Χ(> >!<=> σ** - ί > 0 , άρα 


-1 


> Μ 


*η* 


Αρα λόγω της (3) το ιικρότατο της Γ στο χ^ είναι ελάχιστο. 


β) Από την (1) για χ*0 προκύπτει Γ Τ (χ) = 


1 -ο 


-χ 


-3Γ(χ) 


Είναι I ϊγπ * ^— - Ιίτη 2— = I και Ιίιυ 3Γ(χ) = 3Γ'(0) = 0 διότι η Γ * 

Χ-Μ\ X Χ-*0 ί χ-Μ 


συνεχής στο 0 ι»ς παρ<ϊγωγίσιμη, Αρα Πτυί"(χ) = ] και επειδή η 

3Ε“+*0 


είναι συνεχής στο 0 είναι Ιίαι Γ"(χ) - Γ"{0) Γ"(0) = I > 0 Τ οπότε 

χ^ο 


θέση Χβ = I η ί παρουσιάζει τ, ελάχιστο. 
Β. Γ(π)*αϊί 1 " ι β 3,ι “* -χ β σ 2 “^ 1 = 

- χ α "' Ι β?*“*((| - χ). 

Γ'(χ} β 0 α - χ = 0 ο χ = α. 

Αρα στο χ 0 ^α η Γ παρουσιάζει 

μέγιστα ίσο με Γ(α) = α α ο Π * 

Έστω μ(χ! = χ'ο' , χ 0. 


X 

0 α +< 

-1— 

ί 

+ 0 

ί 

ί 
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ΰ β 1 4-αο 

- , ί 

* 

9 

0 + 

9 



Τότε β'(χ)=^ Λ,η ’ | ε* + χ"|β*} = 

38 ** (Ιη * + ΙΚ + XV = χ ν< 1 η χ + 2 ) 

&'<*) - Οο Ιηχ + 2 = 0^χ = ε" : 

Αρα η £ έχει μέγιστο στο χ = ο -2 


-1 


Αρα το μέγιστο της Γ γίνεται ελάχιστο όταν α = ε 


ΡΕΜΑ 13 Α 


Έστω ιρίγωνα ΑΒΓ με | ΛΒ ■ λΓ'|·5 και | ΒΓ = 6 

α) Να βρεθεί το εσωτερικό γινόμενο ΛΒΑΓ 
Ρ) Να βρεθεί η θέση τον θ^αν^ 2ΘΑ + 3ΘΒ + 3ΘΓ = ο 
γ) Να ακοόειγθεί ότι: 2ΘΒ ΘΓ + ΘΓΘΑ + ΘΑΘΒ = _ 22 
ό) Να βρείτε το γ.τ. των σημείων Μ τοι> εκικίοοο για τα οκοία ισχόει: 
ΙΜΒ Μί + ΜΓ ΜΑ + ΜΑ ΜΒ = 14 

__ _ _ _ __ Απάντηση 

“) ; ΛΓ * ™ = ΑΒ =. ΓΤ3 = ΛΒ - ΑΓ Γ§- =ΑΒ Ι + Α? 2 2ΑΒ ΑΓ =, 


ΓΒ = ΑΒ[ + Αγ' 2ΛΒΑΓ=> 36 = 50- 2ΑΒΑΓ = 


ΛΒΑΓ = 7 


Ρ) Έστω Ν το μέσο της ΒΓ . Τότε : 

2ΘΑ + 3ΘΒ + 3θΤ = 5 ο 2ΘΑ + 3^θδ + θί | = θ « 2ΘΑ + 3 2θϊ5 = ΐϊ 

ο ΘΑ = 3ΘΝ οΝδ + ΘΑ = 4ΝΘ ο ΝΛ = 4ΝΘ ο ΘΪ5 = 1 αν 

4 


2 

θ \ 

I 

ι Γ 


Αρα Θ σταθερό και μπορεί να βρκθκί 
η θέση του, 

γ) Γο τρίγ. ΑΒΓ είναι ισοσκελές άρα 
η διάμεσος ΑΝ θα είναι και ύψος. 


Επομένως 

ΒΓ 

= 25- — 


ΑΝ 

2 


αβΓ βν 


- 25 - 9 = 16=> αν =4 


“τ 

Απόθίί = |αΗ =?|θν| = 1|αΪ}|^|@Ϊϊ|= | ,|θα| = ||αΪΪ 

Απότριγ. ΒΝθ| ν = 90 ι, | είναι: | §θ| =| ΒΝ 


ΘΑ 

+ IΘΝ | = 9 + I 


= 3 


21 


Βθ = ^ΓΟ * ομοίως 


θΓ 


= /Τ0 * 

Χτο τριγ. ΒΘΓ η ΘΝ είναι διάμεσος άρα: ΘΒ + ΘΓ * 2θ^ 

Οβ 2 + 0ρ 2 + 2ΘΒΌΓ = 4ΘΝ ^ 10 + 10 + 2ΘΒ ΘΓ = 4*1 2 => ΘΒ ΘΓ - 
2ΘΒ ΘΓ + ΘΓ ΘΑ + ΘΑ ΘΒ = 2( Β) + Θα|θΓ + ΘΒ|=- 16 + ΘΑ 2ΘΪ5 

I |2 

= - 16 + 2 |νΑ^Να) = - 1 6-||Να| =- 16-| ΐ6 = -22 - 
£) 2ΜΒ ΜΓ + ΜΓ ΜΑ + ΜΑ ΜΒ = Η ο 

4ίΑΒ + Θβ||μΘ + θΓ] *{μΘ + Θγ|μΘ + ©λ) + (μΘ + Θα|μΘ + Θβ] = 

« ^ Μ^| 2 + ΜΘ| 2ΘΑ + 3Θ§ + 3ΘΓ^ (ΐθΒ θΓ + §Γ θΑ + ΘΑ θδ] ^ 


14 

Μ 


(αϊ.ΐίϊ | _|2_ 

Ο 4Μθ| + ΜΘ-0 22 = 14ο 


Μθ 


= ψ ο Μθ 
4 


“3. 


Αρα ο γ,τ, του Μ είναι ο κύκλος (0,3). 


ΙΘΕΜΑ 14 


3 


|α) Γ Εσται Κ συντχής στο |0«θ| * α>θ , Να Λΐϊς* τι; άτι - 

Γ Γ(χ)<1* = Γ Ρ(α ^ χ>4κ = ^ ί [Γ(χ) + Ρ(α - *))ίϊ 

Χι,ί 

Ρ) Να υπολογιστεί « ολοκλήρωμα : Κ-|^ 


«χ ,ν95 +(1 - X) 


4χ 


Απάντηση 


α) Θέτω α -χ - γ => - άχ = άγ=> άχ - -όγ 

Για χ = Ο είναι γ=α . ενώ για χ=α είναι γ—Ο ! οπότε 

Γί··{α ΓΡ&Χ-φ) - ί Ρ(ϊ^ϊ = Γ Ρί*)* 1 * < *ϊ 

Ιο 

Είναι ^|^Ρ{χ) + Ρ(α - + - χ)<ϊλ = 

= ί Γ Ρ(χ)Λ*+-[ Ρ(*)<ΐχ = Ρ(*Μ* = I Ρ(“ - · 

2ΐο 2Λ» Λ» 
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(I) Έστω Ρ(χ) = 


,1995 


χ^+ο-κ) 1 


Τότε Ρ(χ)+Ρ0-χ) = 


,ι^ί 


* ,99ί +0-*)™ (1-ϊΥ""+(|-|+]ή 


ι!995 


7 + 


( I -,) 1 


1995 


1995 


1995 


1995 
X + 

,1995 


ίίζίί 


! '«5 


= 1. 


*·'"+([-χ) Ι94Ιί 

Αρα λόγω του (α) Κ. = ^Ρ(χ>ι1κ = -ί|[Ρ{χ) + Γ<| - χ)]είχ = Τόχ = ~[χ^ = 


θεωρούμε τη συνάρτηση Ρ με τις ιαιύτητες ; 

* Είναι 3 φορές παμαγωγίσιμη στο (0,1) 

* Υπάρχουν χ, , X) εΚ, 0<Χ| <χ 1 <| * Ρ(ΐ|)-Ρ(χ 1 ) = Ο 

* Ρ(χ) > Ο για κάβε ϊε(Ο,Ι) 

* Να δείξετε άτι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ε/Ο,Ι) ; Ρ ί,# (Ε )= 0 

Απάντηση 

¥ 3 φορές παραγωγίσιμη στο (ΟΛ) => Ρ συνεχής στο [κ Ε ,χ 2 ] και 
παραγωγίσιμη στο (κ,,χ 2 ) αφού 0<χ ( <χ 1 <ί ί ακόμα Ρ{χ,) = Ρ(χ 2 ) 


άρα από Θ.ΚοίΙί υπάρχει ρ, ε(χ,,χ 2 ) : Ρ'(ρ ( ) = 0 (I) 

Από υπόθεση Ρ(χ)>0 παι Ρ<χ,) = Ρ(χ ; ) = 0 , 0< χ, < χ ; < I άμα: 

Ρ(χ)£ Ρ(χ,) = Ρ(χ*), δηλαδή η Ρ παρουσιάζει στις θέσεις χ, . χ 2 ελάχιστα 
Τα χ,,Χ 2 είναι εσωτερικά σημεία του (0.1> και η Ρ στα χ (1 χ, 
παρ/σιμη, άρα από ΘΡ^ηΐίΐΐ Ρ(χ,) = Ρ(* 2 ) =0 (2) 

Από <ΙΜ2> Ρ'(Χ;) = Ρ<ρ>) , Ρ'(χ 2 ) = Ρ'(ρ,) (3) 

Λόγω της (3) και των αρχικών υποθέσεων η Ρ' ικανοποιεί τις 
προϋποθέσεις του θ + ΚοΙΙε στα [χ Τ ,ρ ( |, [ρ|,χ 2 ] * άρα υπάρχουν ρ^ρ,; 

Ρί ·Φι·Ρι): Ρ"(Ρι) = 0 · Ρϊ «(ρ,.*ί): Ρ"(ρ 3 ) = 0 => Ρ"(ρ 2 ) = Γ"(ρ 3 ) (4) 
Λόγω της (4> και των αρχικών υποθέσεων η Ρ" ικανοποιεί τις ιτρουπο- 
θέσεις του Θ.ΚοίΙτ στο [ρ^ρ,], άρα υπάρχει ξ ^(ρ^ρ^): Ρ^(ξ )=0 και 

1 ί<(Μ>ύ (ρι, ρ, ) <ζ ((II ) άρα υπάρχει ξ ε(03) : Ρ ?ΓΓ {ξ )= 0 * 
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β 4 

Ασύμπτωτες της υπερβολής είναι χ = ± — χογ = ±- χ 

α 3 

4 

Τομή Α της (ϊ) με την γ = - χ είναι η λικτη του συστήματος: 


4 

1 3 


ο....» 


4χ-3γη μ&= Ι2σιν θ 


Υ = 


χ - 


4σιν θ 

1-ημΕ 

3σιν θ 

1-ημ£ 


δηλαδή Α 


3σιν θ 
VI - η μθ 


4σχν θ 1 
I - η μθϋ 


Ομοίως τομή 13 της {!) με την γ = 


< 3σνν θ 4σιν θ 
Ι+ημθ' 1 + ημθν 
4σιν θ 


Θα δ*α. 


3σιν θ 3σιν θ , 

■.+-. = 2 · 


(2) και 


4σ\ν θ 


- 2 4ε φβ (3) 


1 — η μβ 1 + η μθ σιν β I ημθ Ι + ημθ 

_ 3σΐν θ 3σιν θ 3σιν θ(1 + ημθ+1-ημθ) 3σιν&2 * 3 

Για τη (2) -+--- = 1 ΙΤ ι τγ γ —-“ = Ζ--- 

Ι-ημβ 1 + ημβ 1-ημ^θ σιν^θ στν β 

Ομοίιυ^αποδεικΓνΰεταί ότι ισχύει και η (3) 

(Ζήημια 2ο της ίης όέαμης ταυ χοκϊκοό όιαγοιηαμού} 

Α. α) Έστω Α πίνακας νχν όπου ν=1995 τέτοιας ώστε + Α + ϊ - Ο 
Να αποδείξετε ότι: Α ^ = I και να βρείτε την σρίζουσα Α 2ί> + Α 0 

β| Αν Α * Β ενδεχόμενα του δογματικού χώρου Ο για τα οποία 
ισχύουν Ρ(Α) = Ρ(Α'υΒ) * 1/2 και ρ(β) β Ρ^ΑΟ Β') να αποδείξετε ότι 
ί) Ρ(ΑΠΒ) = 0 ά) Ρ(Α) = Ρ(Β) 

Β. α) Να αποδείξετε ότι οι ρίζες της εξίσωσης 


δίνονται από τον τύπο ι. 


= ^[ 


συν -+ ίημ 


χ ν = α με αεί - {θ} 
κ ίϊ 


-’ Τ' · 


όπου ρ = | ο | και φ ένα όρισμα του α . 

β) Αν για τους μιγαδικούς Ζ| , Ζ^ ω Χ^ 1 *[ + *ι |- 7 \ ~ 7 2 
να αποδείξετε ότι ο αριθμός ?χ Τ 2 είναι φανταστικός . 

Απάντηση 

Α, α) Α* + Α + ί ~ 0=> Α 3 + Α' + Α = 0 Α* = - Α' - Α = I * επομένως 
Α" 1 = Α 1 και |α 3 ]= |1|=. |Α| 3 = 1 [α| = 1 
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Α^ + Α'* 


Α® + {α : )1 = (α 20 + Α") = ^(α 20 +1| = [α^-Ιλ* +1) = 

ν |Α|** *[λ*·*Α*+ ή* I 30 ·|α*+^=|-Α|=(-Ι) ι9Μ ·|Α|β-Ι·Ι = -1 

Ρ) ί)(ΑΠΒ·)υ(ΑΠΒ) = Α=>...Ρ(ΑηΒ') = Ρ(Α)-Ρ(ΑΠΒ) 
Ρ(Α'ϋΒ) = 1/2 => Ρ(Α') + Ρ(Β)·- Ρ^Α'ΙΊΒ) = 1/2 =■ 

=> ί - Ρ(Α) + Ρ(Β) - [Ρ(Β) - Ρ(Α Π Β)] = 1/2 



1/2+ Ρ(ΑΠΒ) = 1/2 => Ρ(Α!ΊΒ) - 0. 


Β) Ρ(ΑυΒ’) = Ρ(Β) => Ρ(Α) + Ρ(Β') - Ρ(Αη Β') = Ρ(Β) => 

Ρ(Α) +1 - Ρ(Β) - [Ρ(Α) - Ρ(ΑΠ Β)| = Ρ(Β) => 1 = 2Ρ(Β) => Ρ(Β) = Ρ = Ρ(Α) 

Β. α) Βλέπεσχ. Βιβλίο- _ _ _ _ 

β) |η +Ζι1=1^-ίί1Η^ +2 2ΐ 2 'Ν« 


ΘΕΜΑ 18 Α 


(Ζήτημα 3Φ της Ιης Μαμής τον τνχν<ού &αρ»νί<φο$) 

« χ *" Χ 

Α. Έστω η συνάρτηση Γ(χ) = χ- — 

α ) Να βρείτε τα ακρότατα της ί και να αποδείξετε στη συνέχεια τη 
ϊ 

ανίσωση: 


κ-1 


για κάβε Χ>0 

β) Να βρείτε την εξίσωση της Εφαπτομένης της <Ιγ που είναι παράλληλ 

στον άξονα χ'τ # _ ( 

Β. Αίνεται η συνάρτηση Γ συνεχής και παραγωγίσιμη στο Κ » η ο*«η 

τέμνει τον άξονα χχ στο Χ 0 =2. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο Μ(ξ,ίϊξ) τη^ €| 4» οποίο 
Εφαπτομένη της διέρχεται από το σημείο (2ξ ,0}, 

Απάντηση 

* X , , Ι-Ιπχ 

Α. α) Πεδίο ορισμού της ΐ είναι το (0 + ®), Μχ)=Ι —^ 

Προφανής ρίζα της Γ(Χ) = 0 η Χ= 1 (μοναδική διότι 8<τ) = X 1 I + Ιηχ 1 

Αν χ>1 είναι ^-ΙϊΟ, ίπχ>0 οπότε Γ(χ)>0 , ενώ αν 0<τ<1 είναι Γ’(χ)· 
Αρα στη θέση I η ί έχει ολικό ελάχιστο το ί(Ι)=Ι· 

ΡππιινλπίίΐΤ νΐιΐ ΚΊΐΗκ. X ^ ίθ.+®^ Ε.ίν£ΪΙ Ηχ) 1 ΝΟ 


ίΠΧ 


^ 1 


Ιπχ 


Ν 1 
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^>1ηχ ! '* £χ-1 Ιηχ' 51 ' £**' 1 

Ρ> Αν (χ 0 ,ί(χ 0 )) τοσημείο επαφής πρέπει Γ(χυ)- 0 > Η εξίαυκτη αυτή 
£χει (βλέπε προηγούμενο ερώτημα) μοναδική λύση χ Π = I οκότζ η 
ζητούμενη εξίσωση είναι γ - Γ(1) = 0 =* γ » I 
Β, θα 6.0. υπάρχει Μ(ξ.Γ(ξ)} της Ο τέτοιο ώστε η εφαπτομένη 
ν - Γ(ξ) * Γ(ξ)(χ-ξ) να διέρχεται από το σημείο (2ξ,0) * Δηλαδή θα δ,ο, 
υπάρχει ξ τέτοιο ώστε : 0 - Γ(ξ) = Γ' (ξ) ξ τ=> ξί' (ξ) + Γ(ξ) - 0. 

Θεωρώ την *(π) = χί{χ)> χ φ2], Επειδή Γ συνεχής ατο [0,2] και 
παρ/μη στο (0,2) με Β '(χ) = ί(*) + χΡ« *» £(0)=0= & <2) ισχύει το 

Θ.ΕοΙΙσ οπότε υπάρχει ένα τουλ. ξ €(0,2) : §'{ξ) = 0 <=> Γ(ξ) + ξΓ'{ξ) = 0 

--- (Ζήτημα 4ο της ίης δέσμης π™ τ»*ΐΛί>ι5 διαγωνισμού) 


ΘΕΜΑ 19 Α 


* 

Α. α) Αν υπάρχει μια αρχική συνάρτηση Γ της ί σε ένα διάστημα Λ 

τότε υπάρχουν άπειρες και μάλιστα είναι όλες οι συναρτήσεις της 
μορφής : Ε + ε » ο € Η και μόνον αυτές. 

(!) Να βρείτε το Και 


ί-Γ**νι·Μ 3 ημ«Λ| 

£ 2 Λι 1 

Η με Γ" συνεχή στο Η , η οποία στο 


Β. Δίνεται συνάρτηση ί:Κ 
χ„ * 0 παρουσιάζει ακρότααι. 

Αν για κάθε χ ε Κ ισχύει η ισότητα : χ ί ¥*) + χ” ϊ - 2ί(χ) = χ ■* 


να 


αποδείξετε όχι: ί Γ(χ)4χ = β** (I *ο) - π„ - ί(Χ(> | ϊ 
Η 

Απάντηση 


Α. α) Βλέπε σχ. Βιβλίο 


„ ..Γ^; ψαι.^ψ^).! 

ν κ-Μ) χ 3 2χ 2κ / 

Β. Είναι Ρ(χ 0 )* 0, Ολοκληρώνω κατά μέλη τη δοθείσα και έχω : 

Μ· - 1«*Η* ΐΓ( ΐ*-Γ Λ 

Γίχϊιΐχ ο* 1 ίΐ 3ύ,ϊ χ.. Γίτ,ι) I 
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ΘΕΜΑ 20 Α 


Να αποόειχβεί ότι: |ϊ + 4|+|ι-2|>|*+2| + |λ| 


I 









Απάντηση 

Επειδή τα μέλη της είναι μη αρνητικά η προς απόδειξη σχέση ισοδυνΐ 
με; την: 

(|ϊ + 4[ + |ζ- 2|)“ 2 (|ζ + 2|+|ζ|)' 

|ζ + 4] 2 +|ζ-2| 3 ^φ + 4|·]ζ-2(ϊ|ϊ + 2| 2 + Η* + 2|4Ι*+^φ* 


(ζ + 4 )(ζ 4 4) + (ζ - 2 )(ζ - 2) + 2ι(ζ+4)(ζ - 2)| > (ζ + 2 ζ + 2) + ζζ + 2)ζ(ζ + 2)| <3 

ζζ + 4ζ + 4ζ^Ι6+ζζ-2ζ-2ζ4 44-2|ζ 2 +2ζ-κ|^Ζί + 2ζ+ϊζ + 4 + ζζ + 2|ζ 2 + 


ο Ιό+ 2|ζ 2 + 2ζ-Η £ 2|ζ 3 + 2ζ| ο Η + |ζ 3 +2ζ-«|^[ζ 2 + 2ζ (1) 
Αλλά λόγω της |ζ,| + \ζ 2 \ >1^ +ζ 2 | είναι; 


Η + |ζ 2 + 2ζ β| = |8| + |ζ 2 + ϊζ-’ 8| > |» + ζ 3 + 2ζ- κ| = ]ζ : + 2ζ| 6ηλ> ισχύει η 


ΘΕΜΑ 21,Α 




[Έστω μιγαδικός αριθμός ζ=χ + γϊ. Να βρείτε το γ.τ. των εικέ 

ι-Ι π 

Μ(χ^) του ι . αν Λίβ 


Είναι 


ζ -1 χ + 


Ζ-ί 4 

Απάντηση 

>ί -1 χ+(>-Ι)ί |ίΐ+(>- | )ϊ]·|(χ-ΐ)-νίΊ _ 


ζ-1 κ + >ί-1 (*-1) + Χ' (*->)* + / V 

[φ-!)+>(>-1)1+ί[(>-ΐΧ»-ΐ)-^) « ί +γ 1 -χ-> | -χ-γ + 1 . 

(*-ΐ) 2 +> ! 


(χ-[)* + ϊ ; (χ-1)*+τ 3 


Επειδή ΑΓί^—ί. η εικόνα ΐθΐ> αριθμού —— βρίσκε*® < 
ι-1 4 ζ^-1 


διχοτόμο της γωνίας χΟγ (Ιης γωνίας ιων αξάν&ν) Δηλαδή το διατετα 


νο ζεύγος 


π 3 + γ 2 -χ-γ -χ-γ + ί 
ί {*-ΐ) , +ν !! ’ (*-ΐ)*+5Γ^ 
διχοτόμου , δηλίίδή τις; γ = χ,χ><1.γ>0 


επαληθεύει την εξίσωση 


X__ 
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ΒΑ Β Α του κύκλου κέντρου 0(0,0) και ακτίνας ρ=1 


ΘΕΜΑ 22.Α 


Έστοι η εξίσωση : τ* + λι 2 + 1 = 0, λ* < 4 4 λ € Κ 
α) Να δείξετε ότι οι εικόνες των ριζών της εξίσωσης ανήκουν στον ίόιο| 
κύκλο * που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και να βρείτε την ακτίνα. 

β) Αν το άριομα μιας ρίζας της είναι ^ να βρείτε τις άλλες ρίζες. 

Απάντηση 

α) Αρκεί |^3α. Είναι Δ = λ Ζ - 4<0 άρα: 

! -λ±ν?ί 3 -4 -λ±ί^λ Ι _-λ 1 ίτ/4-^ 

2 


< 


(Ί) ’γ*] =]ν^^ =,=> Ν 1 = ι= > Ν= 1 · 

Λρα οι εικόνες ανήκουν σε κύκλο κέντρου 0(0,0) και ακτίνας ρ -1 
β) Έστω ^ μια ρίζα της εξίσωσης με όρισμα ^ ♦ 

Τότε Ζ| ~ |ζ|ι (συν ^ + ϊη μ^| - I ( συν ^ + ίη μ^] και επειδή είναι ρίζα 
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.. ί π . *Υ ιί * ■ «V ι η 

της εξίσωσης είναι: | σιν — + ιη μ-^ + λ] σιν — + ιη μ—^ +1 = 0 

λ^ην^+ίημ^ 


Γην π+ιη μκ., 


Αρα ζ 2 =ί?^ = ±ΐ 


π κ Λ Μ * . * & Μ 

Ζο = σιν- + ιημ- = —+ 1 —- . ζ, =-σιν--ιη μ-= — 

Οι άλλες δυο ρίζες είναι οι συζυγείς των τ® , ζ 1 διότι η εξίσωση έχει 

^2 τ /5 ^ 2.^2 

πραγματικούς συντελεστές , δηλαδή : ζ 2 = — ^1— * Ζ 1 = “ “ + ί~ 


+ | = 0^-ί + ί^λ + ΐ3θ=>1 λ = 0^λ = 0 


2κιτ+ 




2κπ+- 

ί * σιν ^ + ϊη μ~· . ζ*=σιν—^+ίημ—- 


, Κ = ο,ι 




«) Να λυθεί η εξίσωση : ζ* + 2ζ 4 + 2ε 2 + I = ζ 5 + ε 3 + ζ (I) 
β) Αν ^ , ^ είναι οι δύο όικλες ρίζες της (I) να γράψετε 


+ϊϊ +1 I 

ΐ ριγώ ναμετρική μορφή τον μιγαδικό αριθμό: * = 1—— 

*Ι + ϊ ί ~ ϊ 1 ΐ 2 


Απάντηση 

Η (1) =. (ζ Λ + Ζ^ + Ζ 2 ) +·(ζ·* + ζ 2 +1) = ^Ζ 4 + ζ 2 +1) ο· 
ζψ + ζ 2 + ·)+(* 4 + ζ 2 +1) - ζ{ζ 4 + ζ 2 +1) = 0·ο 
|ζ 4 + ζ 2 + !^ζ 2 - ζ+1] 3 |ζ 4 + 2ζ 2 +1^-ζ 2 | ζ 2 - ζ+ΐ] 3 Οο 

(ζ 2 +1) 1 - ζ 2 |ζ 2 - ζ+ ι) = 0 ο (ζ 1 + ζ + ϊ^ζ 2 - ζ + Ι^ζ' -ζ + ΐ| = 0 

► ^ 2 -Ζ+ι ]“=0 (I) ή ζ 2 +ζ + ί3θ (η) Η ζ : - ζ+ ί = 0 έχει 


1 ± ί ^3 I '/ϊ 

Δ = -3<0 ά ρα ρίζες —-ϊ- = ^±ί— , επομένως 
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1 Λ 

η (I) έχει ρίζες -±ί— διπλές. 
► Η (Η) έχει Δ=-3<0 άρα ρίζες 


I ± ί^3 1 ^3 

- -- -±| — 

2 2 2 


Αρα η (1) έχει ρίζες -±ΐ— διπλές και - —±ί — 

2 2 2 2 

(!) Βχειδή οι διπλές ρίζες της (1) ζ, = 1 +1 ^ , *, = I - (^ κίνσι 

2 2 2 2 

ρίζες της (ϊ) έχουμε : 

-1, +1 = 0^3$ * Ζ, -I * 2* - Ζ, ^ Ζ, - I- 2, => 7.) - ί 

Ομοίως ζ^ = -1 , οπότε ζ* = ζ* = 1. 

Επίσης από τους τύπους του Υιοί* είναι Ζ{Ζλ - - = |, 


α 


Επομένως ιν = -~ + - - = -1 = ΐ(σιν π-Μη μπ) 

-I—1-1 -3 * 




Έστω το κολυώνυμο Ρ(ι) = ||(| + ι) , ’' +(ζ- 1) ;ν | . ν« Ν' . Να δείξε™ ότι 
β) Όλες οι ρίζες του είναι φανταστικές. 

ϊ) Αναλύεται αε γινόμενο παραγόντων της μορφής % ζ 3 + κ* » κ €Η 

Απάντηση 

α) Εστω ζ„ τυχούσα ρίζα του Ρ(ζ). Τώτκ (I + ^) ί¥ +(ζ„ ι} :ν = ο« 

° (* + Ζ θ) ίΥ = -{^ - Ο'* ° [ί 1 + *ο) ϊν - - ψ Ο |Ι + *|* = |*ο — || ;ν Ο 

»Ι<+%Ι=Ι^-ι|»|ι+ζ 0 | : =|ϊο-< 1 »(ι+*6Χι+ίο)=(2 Ι) -ιΧΐ,-ι)«- 

+ ζ η + ζ α + ζ ϋ ϊ ϋ = 1-ζ^~ζ (ι +ζ α ϊ υ <^2ι ϋ +Ζϊ 1ι β0σΜ ( ,+^) Οοϊο - 

% € I, Δηλαδή το Ρ(ζ) έχει όλες τις ρίζες του φανταστικούς αριθμούς. 

I) Επειδή το Ρ(ζ) έχει πραγματικούς συντελεστές για κάθε ρίζα κι έχει 
ρίζα και τη συζυγή της -κ ί. 

Αρα έχει παράγοντα: (ζ- κ ^(ζ+κ | = ζ 1 + κ 2 . 

Επειδή είναι βαθμού 2ν και α 2ν = ] , έχει ν ρίζες ανά δύο συζυγείς, οπότε 
αναλύεται σε γινόμενο ν παραγόντων της μορφής ζ 2 + κ" 
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Έστω Α πίνακας 3x3 > και το πολυώνυμο ϊ ί(χ) = | Α - χ1| 






α) Να απο δείξατε ότι το ί(χ) είναι τρίτου βαθμού, 

Ρ> Αν οι πίνακες Ι-Α* 21- Α Τ 31 - Α είναι μη αντιστρέψιμοι , να] 

δείξετε ότι ο πίνακας Λ είναι αντιστρέψιμος. 

■ 

Απάντηση 

α,,-χ α, 2 α, 3 

α 2\ «23 ” κ «23 

«31 α 32 «33 ~ χ 


α) Είναι ίΐ*)= 


Μ V/ 








= (α,,-χ) 


α 22 -χ “23 

"«12 

«21 

«23 

+“ΙΪ 

“II “22"* 

1 «32 «33 "* 


«31 

«33 “ χ 


“31 “Ί2 


..= -χ' +κχ· + λχ+μ, δηλαδή πολυώνυμο Ίου βαθμού. 

ρ> Έστω I ϊ — Α| =0=>Γ(1) - 0 . δηλαδή το ϊ είναι ρίζα του πολυωνύμου. 

Ομοίως τα 2.3 είναι ρίζες του πολυωνύμου. Επειδή είναι 3ου βαθμού, 
αυτές είναι όλες οι ρίζες του Γ(χ), 

Αν ήταν |Α| = θ τότε Γ(0) = |α| = 0 . δηλαδή το ϊ(χ) θα είχε και τέταρτη 
ρίζα, άτοπο. Λρα |α| * 0 οπότε Α αντιστρέψιμος. 


ΘΕΜΑ 26 Α 


Λίνΐται ο πίνακας Α τύπου νχν με Α 4 Α 7 ε Α 1 - Α +1, ~ Ο (1) 

|ιι) Να αποόειχθεί ότι ο Α είναι αντιστρέψιμος και να βρεθιά ο 
β) Αν ο Α είναι ρίζα του παλ/μσυ βΧ) = X 1 * 43 + κ X 1940 + λΐ* με κ λ € Η 
να δειχθεί ότι κ + λ = 1 

Απάντηση 

α) Είναι Α*Θ γιατί αν Α = 0 θα ήταν (αχόχην(\)) [ ν =0, άτοπο. 
Πολ/ζουμε την (]) με Α και έχουμε: 

Μ 

Α 5 -Α 4 +Α* - Α 2 +Α = 0=»Α* = Λ 4 -Α ί + Α ι -Α=- I,. =>Α } = -!„=> 


Α "* = -.V 


> ΑΆ 4 = Λ 4 -Α Α·(-Α 4 )=^-Λ 4 )·Λ=Ι ϊ - 

β) Γ(Α) = 0<ξ>Α 1943 +κΑ ΐ<ΜΏ +λΙ ν = +κ^Α 5 | ί ** + λϊ ν = Οτ=> 


(-4)^ + κ{-Ι ν )^%λ1 ν =Οο-Ι ν + κξ+λ1 ν =Οο{κ + λ-ΐ)Ι ν = 0ο 
κ + λ-| - 0^ I κ + λ = I 


, Λ88 































/ 


/ 





1 ' Εβ ™ ΟΑ=δ, ΟΒ Ρ , ΟΓ = α+ρ. Το τετράπλκυ 
ΟΑΓΒ είναι παραλ/μο και επειδή οι διαδοχικ 


πλευρές ΟΑ . ΟΒ είναι ίσες { διότι ΟΑ 


ΟΒ = Ι 


το παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος. Επομένως 
ΟΓ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΟΒ και κπει< 

Λ 


ΠΟΑ =45° είναι ΑΟΒ =90° επομένως 0α έχου| 
άΐβ . άρα ' α. β) = 3π/2. 


ΘΕΜΑ 28.Α 


ν .·/! ;ΐ 




λόγο 2β ίγ " ν ° ΑΒΙ 4 το οποίο χωρίζει το ίιάνυβμα ΑΒ , 

α) Να αποδείξετε ότι ίο πημείο Μ είναι μέοα ταυ τμήματος ΓΛ αν π 

ι * _λ. 



ίΐν 3ΜΑ+2ΜΒ+5ΜΓ-0* 

Α» (&Γ + Ν) = 5/2 να ακοόεΐξετε ότι τα σημεία Α,Μ,Ν 


Α. 

*■ 

δ/ ΝΝ. 


β 

“β Γ 


Απάντηση 

α) Είναι ΑΔ = | ΔΒ (1) 






τίνι 




3 ΜΑ + 2ΜΒ + 5ΜΪ' = 0ο 


3^ΔΑ + Μδ| 4 + δΒ| + 5Μ? = ΰ ο 


5ΜΔ 4 3ΔΑ + 2Δδ +5ΜΤ = 

5ΜΔ ·3 |δΒ+2ΔΒ+5ΜΓ = 0» 5ΜΪ + 5«Τ =0 ο όΩ = μΓ άρα 
μέσον του ΓΔ. 

Ρ) Θα αποδείξουμε ότι ΑΜ = ρΑΝ. Έστω ΑΒ = 3 και ΑΤ = β. 


, ΑΒ + |αΓ — 

ί =*ΑΝ =-^ - = - α ^ 

2 I + | 7 


και 


Επειδή |β,Γ.ν) = 

ΑΜ - ΑΔ +ΑΓ _ 1 δ+ Ρ 23+ 5β 7 23 + 5Β „ _ , 

ΛΜ -- 5 — = —^ ϋΖΞΕ .. Αρα ΑΜ = ΑαΝ 


Αρα ΑΜ = ι'^ΑΝ 
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ΘΕΜΑ 29.Α 


Κοτω η συνάρτηση Γ:Κ_»Κ μι την ιϊιότητα : 

Ι(* + ϊ) = * ίϊϊ) + ε 1 'Γ(*)-ί"-«* + ( για κάθε χ,γςΚ (I) 
ο) Αν Γ Είναι «ταρβγωγίοιμη ατο χ„ =0 και ΓΤΟ) = 1 να αχοίι,χθιί άτι 
η Γ Είναι χαραγιογίαιμη ατο Κ και Γ(*) = ί(*) + *’- |. 

Ρ) Αν Νχ) = ν “ αι ">β«ϊβΕί ότ, (. {*) = I κα, κατόκιν να ρρ £ βιί ο 


«μεο,; της Γ. 


Γ(χ)-Γ(0) 


Απάντηση 


α) Γ(0 )»]:ξ> Ηιώ 

χ ->0 χ 

&έτ<α στην (1) χ=γ=0 και έχα> Γ(0) = Γ(0) + Γ<0) - Γ - (+ ί => ί(0) = ] άρα 

ί™' χ =! ' 0,1 ότι υπάρχει η Γ(χ) για κάθε χ 6 Κ. 

Είναι Γίχ) = Ιίπτ Η -' Η) ΐ !Μ = Μη1 + ε κ Γ(χ) - ε* -β* 1 +1 _ Γ(χ) 

Ι>-^ Η Κ-,η η--- 


* ϋιη/ Γ(χ)^——ί-Ί-β 

ΐι-*ΰ^ Κ 


1 ..««•(ίι)-ι «"-1 


> 

) 


αΐΐ 


^ — ] % * 

Αλλά ιΙγπ—-—= Ητη — =ι και 

*>-Μ) ίι Η-Λ 1 


^ Μ Αρα Γ ’ί χ > = Γ(χ) + β λ - I ( 1 ) 


I) Κ'(χ> = 

> &(*) - X +€ 


I (X) τ -ε (Γ(χ)-Ι) Γ(χ^Γ ()0 + | Γ(κ)+ί » _, Γ{χ)+ , 




ίΓ ΰ Χ 

*=> Γ(χ) -1 = (X +φ* ^ Γ(χ) = (χ + φ* +1 


'ια χ = 0 είναι Γ(0) = € + ( ζ>| = ς + |^> ς ^ ο, ί(χ)=χ** + ι 


ΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΟ 


Μ· 


Τα όιανύσματα α.β, χ του εκικϋο» ικανοποιούν τη 


χίιτη (ά *) ρ= χ - ά μ£ |ά| = |ρ|=| , (ά,ρ) = ι^3 » 

* Να μμιθεί το άιάννβμα ΐ σιιναρτήσίι των ά,β. (αχάντ. χ = α + 2β) 
ΐ Να βριΗεί το συνημίτονο της γωνίας (ά, χ^. 

Λ 

ίάηαντ «»· (ά.ί) - 2^7/7 ) 
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ΘΕΜΑ 30.Α 


Ένα φροντιστήρια τη χρονική στιγμή 1=0 έχει 100 μαθητές. Την ίδια 
χρονική στιγμή ο ρυθμός προσέλευσης είναι 30 μαθητές το μήνα και ο 
ρυθμός αποχώρησης μαθητών είναι 12 μαθητές το μήνα αυξανόμενος με 
ρυθμό 3 μαθητές το μήνα. 

Τη στιγμή I = 0 η διεύθυνση του φροντιστηρίου περιμένει μια αύξηση 
του ρυθμού κροσέ Γεύσης κατά χ μαθητές το μήνα ώστε στο τέλος του 6 ου 
μήνα ο αριθμός των μαθητών να γίνει 244♦ 

α) Να βρεθεί ο αριθμός των μαθητών του φροντιστηρίου ως συνάρτηση 
του χρόνου I (σι μήνες). 


Απάντηση 

α) Έστω ότι κατά τη χρονική στιγμή I είναι : Π( 1 ) ο αριθμός των 
πρσσερχομένων/μήνα, Α(Ι) ο αριθμός των αποχωρούντων/μήνα μαθητών 
και Μ{ 1 ) Ο αριθμός των μαθητών του φροντιστηρίου. 

► Α'( 1 ) = 3=>Α( 1 ) = 31 + ^. Για 1=0 Είναι Α(0)— ]2 , άρα €, =12 . 
επομένως ! Α(()=3ί+1 2_] 

► ΓΓ(1) = χ => Π(1) = χΐ + € 2 . Για (=0 Είναι Π(0)=30 , άρα 0 ^ = 30 , 


Γ"- 


— . ■ ■ ...... 





1 







β) Να βρεθεί το χ. 















επομένως Π(ΐ>=χ ί+30 


► Η διαφορά Π(Ι) Α( 1 ) δίνει το ρυθμό μεταβολής του αριθμού των 
μαθητών τη χρονική στιγμή ι * δηλαδή : 


Μ *(Χ) = Π( 1 ) Α(!) = (χ - 3)1 +1Β ^ 
Μ(0)= I (ΚΙ. άρα οι—100. Επομένως 


Μ(Ι)^<χ-3>υ+181+ο 3 . Για ι=0 


: |Μ(ι)=(π-3)γ 


+ (8(4-100 


κ ~ 5 


β) Για 1=6 είναι Μ{(>=244 άρα 244 = (χ-3)γ +18 6 + 100; 

Αρα η αναμενόμενη αύξηση του ρυθμού προσέλευσης τη χρονική στιγμή 
1=0 είναι 5 μαθητές το μήνα. 


ΘΕΜΑ 31 Α 


Ένα υλικό μεταφέρεται από ένα δοχείο Α σε ένα δοχείο Β με ρυθμό 
ανάλογο Π|ς ποσότητας που παραμένει στο δοχείο Α . Αν η “ρ**Η 

ποοότητα Είναι 50 και έχΕί μείνιι 5θ/* ! πτα άογείο Α όταν 1-6, κάτι 
η σπσμένουσσ ποσότητα στο δοχείο Λ θα γίνει το 1 110 της αρχικής ; 

( Λϊνεται Ιπ10^2,3) 


Απάντιιστι 
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50-0(1) 

1 

Α 

I 

0(0 1 


Β 


Έστω 0 ( 1 ) η ποσότητα υλικού που έχει 
μΕταφερθεί στο δοχείο Β. 

Είναι: Ο'<1)=ΐ(50-Ο(ΐ))=>^^ = κ=> 

γ^ιΜα-Λλ 

50-0(1) ^ 50-0(0 ^ 

=> 1η(50 - 0(1)) = -κ ι+ ο (1) 


50^ Ω(ΐ) 

Για 1=0 . Ο(0)=0. Αρα (1)=>ο = 1η50 και Ιη—=" κ ' ή 
50 - 0 ( 1 ) = 506”* 1 (2) . Για 1=6 , 50-0(6) = 5θ/* : 1 (3) 


<2),{3) 50ε 


-*«£ _ 


50 


- ιϋίΓ0 


Κ = - . Άραη (2) γίνεται 50-0(1) - 50ί 


Πρέπει 50-0(0 = ^50 = 5. Αρα 5 = = ^=>-^1ηε = -ΙηΙΟ 


10 


ί 


= 2,3^ ί = ί>,9 


_ ΒΙ 

ιμμηκμμιαΙ 

Αν Α,Β είναι ενδεχόμενα ενός πεπερασμένου όειγματικοί) χώρου Ω και 

Ρ(ΑΐΙΒ) = -ί , Ρ[(Α'ΠΒ)υ(ΑΠΒ')] -1 

α) Να βρεθεί το άθροισμα Ρ^Α) + Ρ(Β) 
β) Να υπολογιστεί η πιθανότητα Ρ(Α'Ι)Β') 




Απάντηση 

α) (Α'ΠΒ}ΓΊ(ΑηΒ'} - 0 τ επομένως ; 
ϊ|(Α' Π Β)υ(ΑΓ1Β^)] = !/3θΡ(Α'ηΒ) + Ρ(ΑηΒ·) = 1/3 (1) 
Επίσης : Ρ(Α) = ρ[(ΑΠ Β’)ϋ(Αη Β)] = 

= Ρ(ΑηΒ') + Ρ(ΑηΒ) (2) 

Ρ(Β)= ρ[(ΒΠΑ')υ(ΑηΒ)] = Ρ(ΒηΑ')* Ρ(ΑΠ6) Ο) 

(I) 

(2)+(3) ^>Ρ(Α) + Ρ(Β)=Ρ(ΑηΒ’)+Ρ( Β ηΑ') + 2Ρ(ΑηΒ) ο 
Ρ(Α)+ Ρ(Β) » 1/3 + 2(Ρ(Α) + Ρ(Β)- Ρ(Αυ Β)] ο 
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Ρ(Α)+ Ρ(Β)=1/3+ψ>(Α)+ Ρ(Β)]-2 1/2 ο Ρ(α)+ Ρ{Β) = 2/3 

I» Ρ(Α'υΒ·) = Ρ (ΑΠΒ)' = I -Ρ(ΑΠΒ) = 1-[ρ(Α)+ Ρ(Β)-Ρ(ΑυΒ)] 
I - [Ρ(Α)+ Ρ(Β)]+ Ρ^ΑίΙΒ) = I - 2/3+1/2= V* 


ΙίΝ 


, . ... . κ (κ- 2)χ -(3λ *■ ΙΚκ - 1))τ = 0 

α) Εστω το σύστημα : 

Κ (κ~ 2)* + λ Λ (κ - |)γ = 0 

Να βρεθούν τα Κ, λ έΑ ώστε το (^) να έχει και μη μηδενικές λύσεις, 
β) Επιλέγουμε τυχαία μια τιμή του κ και μια τιμή του λ απ 1 αι> 


>] 




(Σ> 


α) Πρέπει Ο^Οο 


= 0 <=> 


*ν 

-1 | -2 

0 

(Μ ί (0.-2) 

] 

<1.-0 [(1.-2) 

2 

(1-0! (1-2) 


βρέθηκαν στην κερί πτώση α) και σχηματίζουμε την εξίσωση της 
(ε) : γ - κ %+ λ, Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων ; 

Ει: «η (ε) διέρχεται από το σημείο Μ(1,Ι )» 

& «*} (ε) είναι κάθετη στην ευθεία (ει); π + !ν + 1 = θ» 

* 

Απάντηση 

κ(κ-2) -<3λ+2χκ-Ι) 
κ(κ ^25 λ 2 (κ^|) 

κ(κ - ΐχκ - 2)λ 2 + κ(κ - ΙΚκ - 2χ3λ + 2) - 0 ο κ(κ - 1)(κ - 2)(λ 2 + 3λ + 2) = 0 
οκ(κ-ΐχκ-2Κλ + !Κλ + ^ = 0 οκ = 0, 1,2 λ = -ϊ, -2 

β) Ο δείγματικός χώρος Ω του πειράματος 
δίνεται από τον διπλανό πίνακα , Ν(Ω )=6 
κ Η ευθεία (ε) διέρχεται από το σημείο Μ(Ι,ί) 
1 = Ι·κ + λ ο κ + λ -1 , δηλαδή όταν 


όταν: 


(κ.λ)={2-ΐ), άραΝ(Ε|)=Ι και Ρ(Ε,) = ·^ = ^ 

π Η ευθεία (ε) είναι κάθετη στην (ε,) όταν : 
1*Ί*ι =- 1 οκ·(-Ι/ 2 )=- 1 οκ= 2 , δηλαδή όταν (κ.λ) = (2,-1) ή 


(κ.λ) = ( 2 - 2 ). 

Επομένως Ν{Ε,) = 2 και Ρ(Ε 2 ) = Ν(Ε 2 )/Ν(Ω) = 2 / 6 = 1 / 3 . 


ΘΕΜΑ 34 Α 


Οι δύο παράλληλες πλευρές ορθογωνίου αυξάνονται με ρυθμό 2 οπι/ϋττ 
και οι δυο άλλες ελαττώνονται έτσι, ώστε το σχήμα να παραμένει 

ορθογώνιο σταθερού εμβαίού δθεπι 1 _ 





























































α) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής της κεριμέτρον τον ορθογωνίου τη χρ·- 
νική στιγμή και» το μήκος των πλευρών που αυξάνονται είναι: 







ί) ϋαη ίΙ) ΙΟαη 
Ποιες είναι οι διαστάσεις του ορθογωνίου όταν η 
ι να ελαττώνεται; 


Απάντηση 

α) Εστω χ το μήκος των πλευρών που 
αυξάνονται και γ το μήκος των πλευρών που 
ελαττώνονται. 

Είναι Π=2(χ + γ) (I) , Ε = χχ = 50 (2) 



(1)=> — = — [2(χ + υ)1 = 2— + 2^ (3) 

άι <]ι^ η άι 1)1 

( 1ϊ=>^(εϊ) = °=.γ^ + *^=0 (4) 

— — 7 Ρνηιιρυην τι /ΑΙ λίθίΊ — = —4 




ϊ) Για χ=5 είναι ρΙΟ και — = 2 * Επομένως η (4) δίνει - -4 και 

άι άι 

ϊί Π 

από την (3) παίρνουμε : - '- = 2 2+ 2-(-4) = -4011/160, (δηλαδή η 

α( 

περίμετρος ελαττώνεται). 

0) Για χ=10 είναι γ-5 και ^- = 2 - Επομένως η (4) δίνει “ = -1 και 

άι αΐ 

από την (3) παίρνουμε : — = 2 2 + 2 (~Ι) = 2 κιτι/ 8£<: , (δηλαδή η 

αί 

περίμετρος αυξάνεται). 

β) Αφού για χ=5 η περίμετρος ελαττώνεται και για χ==10 αυξάνεται 
σημαίνει ότι κάποια χρονική στιγμή η περίμετρος σταματάει να 
ελαττώνεται και αρχίζει να αυξάνεται. Σταματάει να ελαττώνεται όταν 


άΠ 


άι 


= 0 οπότε από την (3) παίρνουμε: 


= 2 

άι άι 


(ί). 


15) 


(4)^>γ■ 2 + χ(-2) = 0=>γ-χ = ϋ=>χ^χ (6), 


(6) 


<2)ΐ3Χ" = 50^> χ = 5^/2. Αρα χ = γ = 5ν2. 

Λ η λαδή η ελάττωση της περιμέτρου σταματάει τη στιγμή που το 
ορθογώνιο γίνεται τετράγωνο πλευράς 5^2. 


ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ 

4 η 

ΔΕΣΜΗ 


ι 
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ΘΕΜΑ 1 Δ 



η ατιναρτΐ|<τη Ν« (Ιρ^ε την εξίβω 

γραφικής καράα-τασης «Κ «ΐϊν4ρτη«η|ς κοο 4τγΐ|, 


1*4χ 


*'χ γωνία 



Είναι ί'(χ) = - 
3 


* 2 

χ ) 


Λύση 

1 Γ~ 

- 1 + Ιη χ + χ — = V* + Ιη χ ^ χ > 0 


Αν Μ(ν«χ.)) το σημείο επαφής πρέπει ί'(χ 0 ) = 1 ο ^ + | Π * 0 = ι 
,/ΐΓ + Ιπχ,,-^Ο (1) 

Προφανής ρίζα πις (1) είναι η *.=ι, Η ρίζα αυτή είναι και μοναδική διό 

. ΛΓ *’ 


Αν χ.»1 τότε είναι ίΖ ,* ι— 

Ιηκ 0 .. οί " **° + ' ,ηχ ° 1 “ ν*ο +·η*β - 1>0 


Αν 0«χ,«1 τότε είναι: ν ° <1 


ίηχ 0 < 0 


° +Ιηχ 0 <1 ο 7*ύ+^* 0 ^1 
(Η απύδαξη Γης μοναΛκό/ας της ρίζας *„=ί γη,ι,α, κα ^ ιζής 

Έσ,ωη β(Χ)=Λ + Ιη*-1.χ>0.Γόπ βΌΟ* » + 2 >0 ***** χ<5 

2νχ χ 

Αι»ό 0 εί^τνποόυίοϋξουοσαη, (Ο.+οο) οηόηηρίζα *„=» μοναόκή.; 


* β «1 


Γϊ) = κ " 1<ξ& 

γ = χ -ί 


3 


ΘΕΜΑ 2 Δ 


«) Να Χ«Λ*Ϊ η εξίσωση χ „ 

Ρ) Να αχαδίιχβεί ότι δεν υκάρχε. εφαχτομένη της γρ «φ. χαράσ,α. 

νρτησης ί(χ) = — »| οκοία να διέρχεται αχό τα σημείο «το ι 
κατακόροφη ««όμχιωτη ,ης γρ „φ. ,αράατααης της 1 τέμνε, το, 

XX. -1- 

■ : 

Αχόόειξη 

|θ) Προφαν ής Λύση της εξίοωσης είναί η χ-1 




ΙΒΜϋί βη«|ΡΙ1ίΗΐ. 4ΗΙ 

+ 1 πχ : , = 0 


























Εστω ο(χ)= χ + Ιπ χ -1, χ > Ο. Είναι 9 '(χ) = ΐ + ^>0 γιακαθεχ>0 

χ 

επομένως η 9 είνατ γνησίως αύξουσα στο (Ο,ή*) , οπότε η εξίσωση 9 ί *}=0 
» χ+Ιηχ-1=0 έχει το χ=1 μονοδική ρίζα. 

β) Η συνάρτηση ί(χ) = — έχει πεδίο ορισμού το Α= (0,1)0(1^)- 

Είναι Ιιγπ — = 0 * Ιίητ — = +<*> κ αι ϋηη — - -®„ 

^Ο+Ιπχ κ^ι*1πχ κ-*Γ Ιη * 

Αρσ η ευθεία χ=1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη η οποία τέμνει τον χχ' στα 
σημείο Α(1,0). 

Για να υπάρχει εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 1 που διέρχεται 
από το ΑίΙ,Ο) θα πρέπει να υπάρχει χ 0 β(0,ΐ)υ(ΐ+») τέτοιο ώστε η 
εφαπτομένη χ-ί(χ 0 ) = Γ(χ ο }(χ-'Χ ίϊ ) της Ο* στο Μ(χ ΰΗ ί(χ & )) να διέρχεται από 
το Α(1.0), 

Αρα θα πρέπει η εξίσωση 0 - ί{χ 0 ) = Γ(χ 0 )(1 - χ 0 ϊ« Φ 0 ) - Γ(χ α } - χ 0 Π* 0 ) 

<=> - χ ο _ ^ - χ_ ^ ηΧς> —1 0 Ιπχ α = Ιηχ 0 - 1-χ β Ιπχ η +χ 0 <Χ5· 

Ιηχ ο (Ιηχ„) 2 (Ιηχ„) 2 

χ 0 + Ιπκ 0 “1-0 να έχει μία τουλάχιστον ρίζα χ 0 €(0ί1)υ(ΐ+<*)» άτοπο διότι 
μοναδική ρίζα αυτής της εξίσωσης είναι η χ#=1. 


ΘΕΜΑ 3 Δ 


Δένεται η συνάρτηση ί(χ) = (2χ ~4)β* - χ 2 + 2χ + 4 , X € Κ. 
α) Να μελετηθεί ως ιερας τη μονοτονία και τα σκρότατσ. 

|*2ίΙ-ΐΧ*'-1) 

β) Να οχσλογιστεί το όριο: Ιέισ -— Λ 

*-*+^ χβ* 

Απάντηση 

α) ί'(χ) - 2©“ + (2χ - 4)ο κ - 2χ + 2 = σ Α {2 + 2* - 4) - 2χ 4 2 = β* (2χ ~ 2) - (2χ - 2) 

= {2χ - 2 ){® λ ~ 1) = 2(Χ-1)(0* - 1) 

Το πρόσημο της Γ, τα διαστήματα 
μονοτονίας και τα ακρότστα φαίνονται στο 
διπλανό πίνακα. 

Επομένως η ί είναι γνηοίως αύξουσα στα 
διαστήματα {-οο,ϋ], [Ι.+β) και 

Υνησίως φθίνσυσα ατο διάστημα [0,1] 

Ετη θέση χ=0 η ί έχει ταπ. μέγιστο το 
ί(0)=0 και στη θέση χ=1 τοπ ελάχιστο το 


X 

£ 

5 1 


— 

— 

— έ 

Γ 

1 + 

^-1 

— 1 

> + 

Φ 

ϊ' 

+ 1 

: 

ί - I 

_ 

3 Φ 

_ 

ϊ 

|,||, Τ.ί. 


ί{1)=-2σ+δ 

β) Έχουμε όη Γ*! -1)(«' -1><« = Π'ίΟΛ = (««)£ = ί(χ) -ί(0) = ί(χ) 
=(2κ-4)η'-Χ 1 +2χ*4 

ί*2(Ι-1)(·'-υ 

ίο 


Αρα Ιϊττι 


Αν β(χ) =; 1 + ί (I - 2)Γ([)Λ , χ ε- Κ , να δείξετε όη υκάρχει ξ £{ΐ»2) : 8"{ξ)-0' 

■Ο ΜΜΜΙΙ 


ΧΟ 


<Λ- Ιίηι 

χ-*+® 


(2χ - 4 }β - χ^ +2 χ + 4 


χβ 


Ιίητι 

χ-*+®' 


\ χ β* β* 


Διότι; Ιϊγπ — — = 2 

Χ-»ΗΗ» χ 


ί* 


χ « ι 2 4 

Ιίσι -— = Ιϊεη — = 0 . Ηγτ> —- 0 κ αι Ιίστ —- = 0 

Κ-Ϊ+* β* Χ-*+«ο β 1 Χ-^+Λ 0* 


ΘΕΜΑ 4,Δ 


Εστω 


ί καραγωγίσιμη στο 1 

Ξ' 

8 

¥ 

=0. 











Αχόόειξη 

α'(2) = 0 

Είναι 9 '(χ) = (χ- 2)ί(χ), για κάθε X ε Κ , 


βΤΟ * 9'(2) 


9 Γ (1) = *1^1) - 0] 

Επειδή η ί είναι παραγωγίσιμη στο β και η 9* £ * ναι παραγωγίσιμη στο Ρ 
Αρσ ισχύει το Θεώρημα του ΚΟίΙΕ για την ί*ϊ 010 διάστημα [1,2 
Επομένως υπάρχει ξ € (1.2) : 9"{ξ) = 0 


ΘΕΜΑ 5 Δ 


Δίνονται οι Γ(χ) = | α - 1 1 Λ + 2(α + 2)χ 3 4 5χ - 4 , ι(χ) = 5* 1 + 3* - Β 


α) Να βρείτε το α ώστε η ί να έχει σημείο καμκής το Χει= -2 

(ί) Να δείξετε ότι η <Γ β διέρχεται αχό το σημι ίο καμπής της Ο 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που είναι κάθετη στην εφαχτομέν 

της Γ* στο σηρείο καμπής της Ο 

Απάντηση 


α) Γιο να έχει η Ο* σημείο καμπής στη θέση Χα= -2 αρκεί ί"(-2) = 0 (1) 
και η ί' Γ {χ) να αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν ταυ από το -2, 

Γ(χ) = 3 σ-^χ 2 + 4{α +2)1+5, χ εΚ 
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Πχ) = β| α - ^]χ + + 2), χ 6 Κ Γ{-2) = -Ι^α-^1 +^ο + 2) = 

= -12α + 6 + 4σ + 8 = -Βσ +14 
Ι"(-2)=0β &α + 4 =0ο 


7 ^5 

Πα σ » - έχουμε Ι*(κ) = γ(*+2) οπότε Τ"(χ) > 0 για χ>-2 και 

ί*ίχ) < 0 για χ<-2 , Δηλαδή η 1" σλλσζα πρόσημο στο -2. 

Άραη Ο* έχει σημείο καμπής το (*2,ή-2)), 

2 3 18 

Πα α«- η 1 γίνεται ί{χ) = ^χ 3 + γχ 2 + 5χ-4 οπότε ί(-2)= , -8 
Αρα το σημείο καμπής είναι (-2,Τ{-2)>»<-2,β> 

β} Επειδή 9Ϊ'2)=5(-2) 2 +3(*2)=20-6-8-θ η 0 9 διέρχεται από το σ κ. της 0*. 

Υ> 9 '{χ) = 10κ + 3 άρα 9'(“2) = -20 + 3 = -17 
Η εφαπτομένη της Ο, στο χ*=-2 είναι η 

κ V - 9ί-2) - ϊ(-${χ+2) ο γ - 6 = -17{χ + 2) ο γ = -Ι7χ -2Θ με σ§ Α =-17 
Αρα η κάθετη στην (ε) έχει εξίσωση ; γ - θ = ^ (χ + 2) ο 


7 

σ 4 


Λ 1+ *ί 

17 17 


ΘΕΜΑ 8,Δ 


ΛΙνονται οι δύο φορές καραγοιγίσιμες στο Κ για τις οποίες ισχύει; 
8"(*)-Π*)*' ~ 3πί"(χ), χεΗ (I) και Β'(Ι) = ίΤΙ) = ίΠ) = Ι. Β ’(0) = ΙΪ0)=€ 


Νία υπολογίσετε το I ε'Γ(χ)<Ι\ 

4> 


Απάντηση 


Από (1) ==> ^^(κϊσίχ = - ^^^εΡ”(χ)<ίχ ^ 

[9'(>0]ί - £(·") ί(*Χ*χ ~ 3{κΠκ)β + 3| ο (Χ} ί Γ'(κ)άχ 

9'<Ό - 9'{0) = ί{1)ο - ί(0) - ί \)Ί(χ)ώι - 3Γ(1) + 3 Γί'(χ)άχ ο 

70 7ο 

1 = ·- Γβ*ϊί*Η±* -3 + 3(ί(χ)]^ » 1 = β- ί'β χ ((χ)<1χ-3 + 3ί(1)- 3ί(0)ο 
^ I 

Ιί.β-1 β*ϊ{χ)ύχ-3 + 3α 
7ο 
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ΘΕΜΑ 7,Δ 


Βιοτεχνία παράγει χ μονάδες ενός προϊόντος ημερησίως τις ο*οίί 
πουλάει με την τιμή Τ(χ)=3008-2χ δρχ./μονάδα. Το ημερήσιο κόστο 
παραγωγής είναι Κ(χ)~22ίΗϊχ+20000 δρχ. και η παραγωγή δεν μπορεί ν< 
ξεπεράσει τις 300 μονάδες την ημέρα. 

Λήγω ανταγωνισμού* η βιοτεχνία αναγκάζεται να κάνει όιαφημιστικι 
κομπανία για το προϊόν, η οποία της κοστίζει π+20 0ρχ./μονά6< 
προϊόντος την ημέρα. 

α) Μα βρείτε το επίπεδο παραγωγής πριν και μετά τη διαφημιατικί 
καμπανιό* που κάνει το κέδρος της βιοτεχνίας μέγιστο, 
β) Ποια η επίπτωση της διαφημιστικής καμπάνιας της βιοτεχνίας: 
ί) Στον καταναλωτή τον προϊόντος . 

1ί) Στα κέρδη της βιοτεχνίας. 

Απάντηση 

α) Ρ(χ) = Ε(κ) - Κ(χ). όπου Ρ το κέρδος Ε τα έσοδα καί Κ τα κόστα 


παραγωγής 

Ρ(κ) - (3000 - 2χ)χ - (220ΟΧ + 20000) - 
= 3000* -2χ 2 - 2200χ - 20000 = 


= -2χ 2 + 800χ - 2Ο0ΟΟ 
Ρ'(χ} = -4Χ + 600 
Ρ'(κ) ϊΟο -4χ + 800 = 0 ο 
Ρ^=Ρ{2Ο0)-6Ο0ΟΟ δρ7ημέρα 


χ = 


20θ] 


X 

0 200 300 

ρ 

+ 0 - 

Ρ 

Ζ 

\ 


(Πίνακας 1) 


Η μονοτονία της Ρ φαίνεται στον πίνακα 1 
Μετά τη διαφημιστική καμπανιό έχουμε 
Ρ(χ) = Ε(χ)-Κ<χ)-Δ(κ) όπσυ Δ{χ) = (χ + 20)χ 
Ρ(χ) = (3000 - 2χ)Χ - (2200χ + 20000) χ(χ + 20) ^ 

= -3χ 2 + 780χ - 20000 
Ρ'(χ)=-6χ + 780 Ρ'(χ). 0 ο κ = 130 

Η μονοτονία της Ρ φαΐνετσι ατον πίνακα 2. 
Ρ««*=Ρ(13Ο)=3Ο70Ο δρ/ημέρα 
β) I) Τιμή προϊόντος πριν την καμπάνια: 

Τ(200) = 3000 2 200 - 2600 δρχ. 


το διαφημιστικό κόστος, 


X 

0 130 300 II 

ρ 

+ 1 

) ’ 1 

Ρ 


\ I 


(Πίνακας 2) 


Τιμή προϊόντος μετά την κομπανία 
Τ(130) ^ 3000 -21 30 - 2740 δρχ 

Αρα για τον καταναλωτή αυξάνεται η τιμή του προϊόντος κατά 140 δρχ, 
ϋ) Τα κέρδη της εταιρείας μειώνονται κατά 60000-30700=29300 δρχ,/ημέρα 


ΘΕΜΑ 8,Δ 


Λίνί.ται η ί(χ) = ί 7 -— ι!ι 

λ* νΐΤί’ 












































44 



45 


'-'ΐ-ά-ΙΙ·!™ 


Μ ί 

ο πί νακας Λ = 







α) Να δείξετε ότι : Α 3 + 3Α* + 3Α = -I (1) 
β) Να υπολογιστεί ο πίνακας : (Α * 21) 




γ> {) Να βρείτε ης τιμές του λ € Κ για τις οποίες υπ«| 
πίνακας 

Γ. 



X = 





* 0 τέτοιος ώστε : ΑΧ = -λ*Χ 



η) Για τη μικρότερη τιμή του λ «ου βρήκατε να πρόσθιό ρισΒοιΊ 
πίνακες X 

Απάντηση 

α) Η (1) « Α 3 + 3Α 2 ! + 3ΛΙ 2 + ί 3 = 0 » (Α + I) 3 -0 



0 11 


0 0 0" 

Είναι : Α + 1 - 

1 0 0 

-1 0 0 

οπότε (Α + I) 3 =♦.,* 

0 0 0 

0 0 0 


β) Θέτω Α+2Ι=Β (2) και αναζητώ τον Β' , 

Η (2) οΑ=Β 21 αντικαθιστώ στην (1) και ΐχω : 

(Β-21) 3 +3(1^21)*+3(Β-21) ·-!«» 
ο Β 3 -6Β 2 ! + 6ΒΪ 2 -8Ι 3 +3Β 2 -6Β1 + 121* + 3Β-6Ι + Ϊ = 0 
**β 3 - 3Β 2 Ι + 3ΒΙ - I ο β[Β 2 - 3Β + 3ΐ| = 1 Β’ 1 = Β 2 -3Β + 31 6π> 

-1 -1 -I 1 

(Α + 21) 1 = (Α + 2Ι) 2 - 3(Α + 21) + 31 =.„= Α 2 + Α +1 =*.,= 


-1 2 1 

1 -1 0 


γ) }) ΑΧ = -Α 2 Χο 



-χ + γ + ω 

* “ V 
-χ- ω 


λ 2 * 


Α 2 γ 


-Α 2 ω 























































































































^χ + 

γ+ 

ω = 0 






Η Αϊ 

-1)/ 

= 0 

' (Σϊ 



- 

χ + 

< Αί 

- ΐ|ω = 0 




Για 

* Γ ^ 

/α έχει το (I) καί μη μηδενικές Α 

^στις αφού 

χ^ο 

0 = 

Λ 2 -1 

1 

1 

Α 2 -1 

1 

0 

= 0 

ϊ 

0 = 

Α 2 - 1 
1 

1 

Α 2 - 


-1 

0 

λ 2 -1 



-1 

Ο 


λ 2 ^1 

1 

0 






1 

λ 2 -1 

1-Α 2 

-Οο ( 

Α 2 -1 

Α 2 - 

1 1 


0 

Α 2 - 1 

0 

ι 


0 

Α 2 - 

(α*- 

ί 

Ψ- 

ΐ) 2 = 0β(λ 2 -1 

ι 3 

) = ο » 

Κ 2 -1 

= 0 ο 

Α - ±1 


1-Α 2 

Α 2 -Τ 


Γ2+Γ 5 
= 0 » 


γ) Η) Πσ Α = -1 το σύστημα (Ε) γίνεται: 


Οχ + γ + ω-0 
* + 0γ = Ο 
-* + Οω-Ο 


* - ο 1 

- -ω[ 


οπότε X = 


χ 


ο' 


0 

V 

= 

-ω 

=* ιυ 

-1 

ιυ 


ω 


.1. 


€ Ρ 
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Δίνεται ο πίνακας α = 





και η συνάρτηση ί(χ) = 

Χ-5 

ΜΜΜΜΚϋί 


α) Να βρείτε το αλγεβρικά συμπλήρωμα του στοιχείου α 2ϊ 
β> Να βρείτε το I = Κιπ Γ(χ) 
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2 

γ) Να λόβΕΠ ιην εξίοοκηι: 41ω 2 - 9θ( Ιίπι ί(*)1 ω + 25 = 0 , ω ρ Η 


6) Να βρείτε το Κπι 


X 





ΘΕΜΑ 11 ^ 


2 

Δίνονται οι συναρτήσεις Γ(χ) = 2 ^* ο » και 


α) Να βρείτε τα κ+λ € Κ ώστε η £ να είναι καράγουσα της ί στο Κ*. 
β) Να υπολογίσετε το εμβαοά του χωρίου που περικλείεται από την ι 


6(χ) = |β * 


χ\ και τις ευθείες χ = I, χ = 2. 

Απάντηση 

α) £'(*) = Γ(χ) για κάθε τεΚ' (1) 

2 ( ϊ\ 








β'(Χ) =(·£ + —) € 
' ^-( 


€* + 


“Γκχ+λ-1 


(■*¥)- 
') = _λς« β 7 + *<*± 

■ X X 


-ί ," . 2κχ+2λ-2 “ΐ 1 
-χ 

I 


-λχ + Χ + 2 *χ+ 2Α~2 ·: χ< λ + Ι + 2κ>·ι·2λ-2 -- 

ΐ " ν — 1 — —:- · ρ * 


«χ(-λ+1 + 2κ) + 2λ-2 = -3χ + 2ο" λ * 1 ' 2κ ~ 3 [,ο 

2λ * - Γ 


Αρα (1)=» »*-* + Ι + 2κ)42λ-2 2-3χ^ <**«■'^>°> 

—3 3 

4 2κ = -3| 

~ 2=2 ’ 

άρα 8(*) = (-1+^β* ν * 

β) Γ συνεχής στο 11*21 σαν γινόμενο συνεχών, 

1 ί X* 2 =>- 3£ -3χ έ -6 =>2-322- 3χ 22-6^-412- 3χ£~ϊ 
2 

X 3 >0 , ε * >0 άρα ί(χ) £ Ο για κάθε χε[ΐ£], Β = -Γγ<χ>1χ = 
3 

= 4ρχ)άχ = [είχ^ ^ -& 2 } + 8(0 = 4 + 1 ) β -> +<-] + Οβ" 2 = ± 
4,1 ' 2' 2& 







Κ παραγωγίσψη για την οποία ισχύου 


και Γ(κ)- — 




χ 4 + χ 2 *-2 


για κάθε χ £ Κ. Να άείξετε ότι για κάθε 


ισχύει 0<!(χ><χ 



































































Απάντηση 

Γ'(χ) > Ο για κάθε χ € Κ άρα η ί είναι γνησίό&ς αύξουσα για κάθε 
χ > Ο ^ Γ(χ) > Γ(Ο) => Γ(χ) > Ο 
Εστω £{χ) = Γ(χ) - χ» & παραγωγίσιμη στο Κ. 


$'(χ) = Γ(χ)- 1 


χ 4 + ί 


χ 4 + χ 2 + 2 




χ 4 + 1-χ 4 


χ 2 - 2 


χ 4 + χ 2 +2 


-χ 2 - ί 

χ 4 + χ 2 +2 


X 2 +1 


χ 4 + χ 1 +2 


< Ο άρα £ γνησίως φθΐνουσπ για κάθε χ>0 , επομένως 



Α. Να δείξετε ότι για κάθε Θ^Κ τα (ΣΙ) έχει μοναδική λύση την 


Β* Αν Α(Θ) 


8(χ) < κ(0) Γ{χ) - χ < Ο => Γ(χ) < χ, Αρα Ο < Γ(χ) < χ 





(ημθ) χ + (ίΤΐΗΪ))ψ + (ί*ω = 0 
το σύστημα ί (^β) χ + (αυνθ)ψ - 1» * 0 
(συνθ) χ - (ημθ)ψ - 2θω = I 



ϊο Ί'ο 

“Ψα*Χ 0 


να δείξετε άτι: α) Α 2 (θ)=0 οΙ = ηί^κ£Ζ β) Β 3 (θ) + Ρ^θ) = 1; 


ΒίβΙ — 
* Β(θ) ^ 


π·> 


Ί 


Ψο ω Ρ 


Α κάντηση 

ημθ συνθ θ : 
ημθ συνθ - 2 
συνθ - ημθ 2Θ 

=θ 3 (- ημ*θ - σνν’θ) + 2( ημ*θ βυνΏ) 2θ(ημθσυνθ - ημθσυνθ) = 
θ : 2 < 0* Αρα το (X) έχει μοναδική λύση. 


Α) Η ορϊζουσσ του (£) είναι ο = 




°ν = 


0 

συνθ 

θ 2 

0 

συνθ 

-2 

1 

-ημθ 

- 2θ 

ημθ 

θ 

θ 2 

ημθ 

0 

-2 

συνθ 

1 

2θ 


συνθ θ 2 

συνθ - 2 


ημθ θ 2 
ημθ -2 


—2συνθ θ'συνθ - συνθ(θ ] + 2) 


- ί - 2η μθ - θ Ζ ημθ) =ημθ(θ 2 + 2) 


ο, Η 


Αρα χ „=^=: 

»ο=-^ = 0 


^ 2Θ - 2κπ ± ί ο 
2 


ημθ συνθ 0 
ημθ συνθ θ 
συνθ - ημθ 1 



ημθ συνθ 


ημθ συνθ 


συν 


= 0 


+ 2)_ ή _ _ Ρ ν _ ημβφ 1 + 2) 


·”* * ψ * Ο 


(β 2 + 2) 


^ - ημθ 


Β. α) Α 3 (θ)%0θ 


συνθ - ημθ 


συνθ - ημθ 


θα 

ημθ - συνθ 


ημθ -συνθ 


0 0 


συν^θ ημ*θ 0 

Ιοα 

0 συν^θ - ημ^θ 

” | (ί ο 


οσυν^θ ημ*θ - 0 συν2θ=θ<=> 


θ « ΚΧ ± 5 
_ 4 


Κ € Ζ 


Ρ> Β : (θ) + Γ 2 (θ) = 


συνθ ί) 

0 - συνθ 


συνθ 0 
0 συνθ 


ημβ 0 


ημβ 

θ 


συν ,2 θ 0 


ημ^θ 

0 

0 ημθ 


0 

ημθ 


0 συν^ 

Τ 

θ 

ημ^ 


συν^θ + ημ*θ θ 

0 σΐ>ν 3 θ + ημ^ 
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ί 0 

0 1 


- Ιτ 




Εστία Α * Β δύο ενδεχόμενα ταυ κεχερασμενου δείγματικού χώρου Ω . 
«) Να οειχΟϊί μι ιη βοήβεια Λιυ/ράμματος ν«πα *«: 

Ρ(Αη Β’) = Ρ(Α) - Ρ(ΑΠ Β> 

|>) ΚκΛίγοομι «Γην ιύχη έναν ακά τους αριθμοί»; Ι,ί,.ϊ,.—ΙΟΟ. Να . 
η πιθανότητα του ενδεχόμενον 

Ε: «Ο αριθμός διαιρείται μόνο με έναν αχό τους αριθμούς Α και 25* 

| Αχάντηση 
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ο) Α * (ΑΠ Β’)υ(Αη Β), 

(αγί Β')η(Λη β) = 0 Αρα 
Ρ(Α)=Ρ(ΛηΒ') + Ρ(ΑηΒ) => 
Ρ(ΑΠΒ·) = Ρ(Α) -Ρ(ΑΓΊΒ) 

Ρ) β = {ΐ,2,ϊ...„|00}. Ν(ίί) = 100 

Εστω τα ενδεχόμενα: 

Α: « Ο αριθμός διαιρείται με 4». 

Β: « Ο αριθμός διαιρείται με 25» Ε = (Α(1 Β*)ϋ(Α' Π Β) 

Α = {4,8,1 ΖΙΛ,.,.,100} => Ν(Α) = 25 . Β = {25,50.75.100} => Ν(Β)-4, 

<ΑΠΒ) = {Ι00} =ρ Ν(ΑΠΒ) = Ι. Αρα Ρ{Α) = 25/100, |><Β) = 4/Ι00, 

Ια) 

ΡίΑΠΒ) = 1/100, Ρ(ΑΠΒ') = Ρ(Α)“ Ρ(ΑΠΒ) = 25/100- 1/100 και 

ία) 

ΡίΑ'ΠΒ) = ΡΓΒ)- Β[ΑΠΒ) = 4/100-ί/ΙΟΟ. Αρα: {αφού {ΛΓ\Β'}Π(Α*(\Β)*&) 

_27 
100 


Ρ<Ε> — Ρ(ΑΠ Β') + Ρ( Α'Π Β) = — - — + —-ί. 

100 100 100 100 


ΘΕΜΑ 15 Δ 


μ^ιαοχέθανα 


Εστω ο δειγματικός χώρος Ω-ίωι,ω^.,,ωτ} που περιέχει 
στοιχειώδη ενδεχόμενα ωι,ω^.^ω» * 

Αν οι Ρ(ωι)ιΡ(ωι) ιΜ .,Ρ'(ωτ) αποτελούν (κατά τη σι.ψά ακτή) διαδοχικούς 
όροι>ς αριθμητικής προόδου και οι Ρίωι),Ρ(ωιλΡ<ω*ά αποτελούν (κατά τη 
ανφά ακτή) διαδοχικούς όρους γεωμετρικής προόδου να βρεθούν: 

°) Οι Ρ(ωι),Ρ{«}-) β) Η πιθανότητα του ενδεχομένου Α=|ωΜϊ) 4 *ω Λ | 

Απάντηση 

α) Ρ<ω,)+Ρ(ίΐ^„.+Ρ(® ? )=| <ΐ) Ρ(ίθι) . Ρ(ω,) Μ .„ Ρ(ω 7 ) αρ. πρ. ^ 

Ρ{ωι)+Ρ(ώϊ) +»,.+Ρ(α>τ)"ΐ[2Ρ(ωι)+ήω] 7/2 -7|Ρ(ω,)+3ω| (2) (όπον ω η διάφορη 
τηςα-π). {1ΜΖ>=> 7[Ρ(®·)+3ω|=1 (3) 

Ρ(®ι) , Ρ(ωι). Ρ(ω*) διαδ. όροι γ,π. ΡΗ®ι> = Ρ(<βι)Ρ(ω*) (4) - 
Αλλά Ρ(ωά-Ρ(ωι)+2ω και Ρ(ω*)“Ρ(α>ι)4-5ω οπότε η (4) γίνεται: 
Ρ(ωί)+2ωρ=Ρ(ω,)ίΡ(ω,)+5ω) 4ο) 1 - Ρ<ω,)ω-0 ω[4ω- Ρ(ΐϋι)]=0 (5) 

Αλλά ω*0 διότι αλλιώς θα ήταν Ρ(α»ι)=Ρ(Α^.. τ =Ρ(φ Τ ) και τΐϋ 

ω 1,(02 ΐι>τ ισοπιθανα, άτοπο, Επομένως (5) Ρ(φ|)=4ω {6) και (3) => 

ω= 1/49 και από (6> => Ρ(ω χ )- 4/49. Ρ(^)"Ρ(ω])+6ω=4/49 + 6/49 ^ 

Ρ(ιοτ)= 1Θ/49 > 

ϊ) Ρ{ω 2 )=Ρ{ω0+ω=5/49 , Ρίω 4 )=Ρ(ωι)+3ω-7/49 . Ρίω*)=Ρ(θη)+5ω-9/49 
Αρα Ρ(Α)=Ρίωι)+Ρ(ω < )+Ρ{ω β >=5/49 + 7.49 + 9 49 Ρ(Α) = 21/49 
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Α ένα ενδεχόμενο του πεπερασμένου όειγματικού χώρου Π ι 
λ ε Β τέτοιο ώστε : 


Ρ(Α)-3[-| 3Ρ(Α) + 2| = 4λ + 5 

α) Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή η και η μέγιστη τιμή β * 011 λ· 

β) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα : I = ί (2κ + + 2) 4* 

3 α 


Απάντηση 

α) Είναι Ρ( Α) - 3 < 0 , αφού 0 £ Ρ(Α) 51 και 3Ρ(Α) +1 > 0 

Αρα: -Ρ(Α)+3-ΪΡ(Α)-2=4λ + 5·ο -4Ρ(Α)+Ι -4λ+5ο Ρ(Α) = -λ- 

Επομένως : 05-λ’-1ίΙοΙί^λ£2ο-2ίλ5”Ι 

^ιηϊΐι - 11 = -2 , λ^ Μ - β - -1 
β) Θέτω χπ(-2=Μ^>2χ + 4 = 2υ.=^2π + 5-2υ + 1 * όχ = ίΐιε 

χ = -2=>ιι = 0 ^ , = Γ Ι {2χ4 . 5) ϊ {!1+ 2) 7 (ί*=Γ Ι (2ιι + [) 2 ϋ 7 <1υ = 

3-2 3» 


για 


χ = - ) υ - 1 


= Γ (4ιι ' + 4ιι Η + ιι' }άιι = 
3ο 


ν° X «* 

4 — + 4 — + —— 
10 9 Β 


Λ) 


4 4 1 

— — + —+ — 

10 9 8 


349 

360 


ΘΕΜΑ 17 Δ 


α) Αν η συνάρτηση Γ είναι άρτια και η συνάρτηση β περιττή 
επιπλέον ί(χ) + §(χ) = β 1 για κάθε χ ε Κ , να προσδιορίσετε τους ιύ* 
των ί και 

|β) Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία και τα οκρότατσ τις ί και β. 
γ) Αν £(λ) το εμβαόο του χωρίου που περικλείεται από τις , 


τις ευθείες π=0 και χ=λ , λ>0 , να βρείτε ιο Ιιγγ» Ε(λ). 


Απάντηση 

ιι) Είναι Γ(χ) + £(χ) = « χ (1) για κάθε Χ&ΕΙ, θέτω -χ στη θέση το 
και έχω ; Γ(-χ) + 8 <-χ) = Γ* . Επειδή Γ άρτια και % περιττή κίν 
Γ(χ) ^(χ) = ε _Ι (2), Λάνοντιχς το σύιττημα των (!)»(Ζ) ως προς Γ(χ), β 


έχουμε : Γ(χ) - 




- £(*) = 


© Χ -σ-* 


, χ £ Κ , 


Ρ) £'(*) = 


+«”* 


>0 για κάθε X 6Κ, επομένως η ^ είναι γνηε 


αύξουσα στο Κ και δεν παρουσιάζει ακρότατα. 
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X 

-οο ® + εθ 

ί' 

0 + 

I 

ί 

\ 

ν'" 


Γ(Χ> = Ο ο τ* = σ * χ = -χ ^ 

οχ = 0. 

Γ'(ϊ)>Οοβ Ι >β _ " <*χ>-χ» 
χ>ο. 

Επομένως η Γ είναι /νησίαχ, 
φθίνοικτϊΐ στο (-οο , Ο], γνησϊως αύξουσα στο [0 , + οο) και στη θέση 

χ-0 έχει ελάχιστο το Γ(0)= 1, 
γ) Το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

Γ \ ι (* * >0 ) ρ ιλ . Λ I 

Ε(λ)=0·(χ)- 6 (^=^-μ = £ 


Γ<*) = 


«*-ε 1 


Επομένως Ιίιη Ε(λ) = Ιίιπ ΓI —ί* | = 1, 

λ-Μ* λΗΗ«\ © Α / 


Έστω η συνάρτηση ί με ί{*> = 


1-ϋ , 1 €[04] 

ίίχ 2 - ΐ|+(Κκ-1) + 2 ♦ X > 1 


* β>β ε κ 


α) Είναι η Γ ολοκληρώσιμη στο Κ + ; 




β) Να βρείτε σχέση κου συνδέει τα α και β ώστε η ί να είναι 
παραγωγίσιμη στο κ=Ι* 

γ) Υποθέτουμε ότι η ί είναι παραγωγίσιμη στο χ=Ι και ότι α = -1 

Υπο¬ 
λογίστε κ & ε[ΐ Τ +αο) ώστε ί(χ & ) = 0 και το εμβαόή του χωρίου που 

περικλείεται αχό τη €| , τον άξονα νχ Γ και τις ευθείες χ=0 και χ = Χφ. 

Απάντηση 

ο) Γ κι να είναι μια συνάρτηση ολοκληρώσιμη α 


ρκεί να είναι συνεχής. 


«{χ 5 -ΐ) + ίΗ*-1) + 2 


= 2 


Είναι: Ιΐιπ Γ(χ)“ Ιϊιπ(2νκ =2, Ιίιη Γ{χ) = ίίιτ» 
κ-*1~ *-εΓ ν 1 *-*Ι + 

και Γ{|) - ΐ4ϊ - 2. Αμα η Γ είναι συνεχής στο ), 

Στο [0,]) η Γ(χ) = 2 ^χ είναι συνεχής και στο (ΐ+οο) η 

Γ(χ) = ιψτ “ΐ) + β(χ-Ι) + 2 επίσης συνεχής. Αρα η Γ συνεχής στο 

[ν,+οο). Επομένως η Γ είναι σλσκληρώσιμη* 
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► Για χ< I είναι 


χ-1 


► Για χ>1 είναι ^ 

ΙίΠ > ίΜ ) = * + ρ . 

;-*Γ *-Μ 

επομένως για να ρΐϊναι η Γ παραγωγίσιμη στο X— I πρέπει 2α+β-I 


γ) Αφού α =1 και ϊ παραγωγίσιμη στο Χ= I , δηλαδή 2α+ρ 
έχουμε 

-2 + β -1 β = 3 , άρα η συνάρτηση γίνεται: 

2τί* * Χ€[θ.ί] , __ 1-Λ 


} Στο σημείο χ-1 η Γ αλλάζει τύπο, 

Γ(χ) - ί(Ι) ΐ4χ-1·Ά - 0 ^ - ΐ)(ν» +1) 


Χ-Ι 


X-! 


Χ-1 


(χ-ί)(Λ+ι) 


-4- ΒΒ ίΜϋ=1=ι· 

(,/χ+ΐ)(*-ΐ) ίχ+! *->' 2 




^ '-{χ 2 -Λ+3(χ-ΐ) + 2 , χε(1+οο) 1 ,χ |-χ : + 3χ , χ €(!,+<*) 


Θέλουμε 


Γ(*ο) = 


ή Γ(κ) = 
χ 0 - 3 


X Ε 


0| -«* + *,-θ1 *ο=3η % =0|| =3 

Χ 0 2| I *(|21 ) 


*ο^Ι 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

Ε = |]γ(χ)|()χ = £ΐΓ(χ)Μχ+= | 0 |2Λ)ί*+£ |-* 2+ ϊψ* = 


“| 

= £ 2ι/χι1χ +1 » 2 + 3χ|άχ, 


Αλλά -χ 2 + 3χ = χ(^χ + 3) 
και από τον διπλανό 
πίνακα πρόσημων 

προκύπτει ότι; 

-χ 2 + 3χ>0 για κάθε 

χ ε[ΐ3] 


X 

-ςο 0 3 +°° 

-χ 2 +3χ 

\ -+ 

- ο + ο - 


Επομένως Ε = £ 2ι/χάχ + ί ^-χ * + 3χ]άχ - 2 


^2 


VI 


^ + 3χ* 
3 + 2 


5 

Λ 














































θεωρούμε την καμπύλη 
ευυεια 

(*) ϊ^\-1 , λ>«, 

«ι ν«^& «" ? '“? μ * ίλη (Β> ******* χάνια κύκλο 
ί&λοο ^ ° 1 ,0 να κερνάει ηχή \ 0 κίντρο 

γ> Γιακοιες τιμές «η, λ ■) κυβεία (ι) είναι 

ι) τέμνοιχτα του κύκλοι! Μ ο» V 

υκοκλον (β) Η) £φα*τ* μ ινητοο κύκλον © 

Λκάντηνη 




ΘΕΜΑ 1 


(εΜκ-Ι) Ι +( ϊ + 4)* = χΐ + ^ + Ι6 και η|ν 


α) Η ® θββ . ίσ “ εξϊοωση γράφεται ,σοδύναμα : 

(λ I) +χ 5 + 8 χ+Ι 6 = λ 3 + ί ϊ + Ι 6 ο(*_η 3 + ν Ι -λ :1 

κύκλο μκ κέντρο Κ( 1.0) και ακτίνα ρ=λ>0. 


άρα παριστάνει 


β) ΓΜ να κερνάε, η ευβεϊα ( „ από ΙΟ κ{| 0) ^ 0 = , _ λ ^ - = (] 
™> Γ “ ίνΠ 'ΊΛ <*> τέμνουσα του κύκλου (ε, πρέηκιτ0 ^ 


σύστημα,* 


(χ-]) 2 + γ 2 * λ 2 | 


(ϋ) να έχει ρύο λύσεις. 


γ- χ-λ 

Γ'" ™ , ™ μΡα^νΕ ‘ αυτ6 “Ρ™ Π ^ίαωοη (* -1) 2 +(χ-λ)'-λ 3 εο 

οχ ~2*+Ι+* 5 - 2λχ + λ 3 = λ 3 ο2χ ι -λίλ + Ι»*^! η 
, ** + !)*+! =0 να εχει δύο ρίζεΐ 

άν,οες. Αρα αρκεί Λ>0 «4<λ + 1) 3 -Κ>0« (λ + ι,ι_ 2>0ο 

^(λ + 1 ^ λ+ 1 + ν 2 )> 0 ο λΕ μ. ;| ^υί -Ι-ν^· ,α.) καιεκει- 
δή από υκόβεση λ>0, είναι 


^■ε(-Ι + ιβ. + α>) 


να έχει μοναδική λύσΐ^' * ^ ί φ<1 * τΰ Μ 8ντ 1 τ ™ κύκλου (ε) «ρέκει ίο (I) 

ζτ^τ~ “” 6 ^ η : ». <*» 

& «ιτ^ χ · -λ - -Μ , 
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α) Α* = 


Ο η μθ 0 
η μθ 0 I 
I I Ο 


Ο ημθ 0 
ημθ 0 I 
1 I 0 


Α 3 = 


ημ^ 0 ημ 
1 ημ^+ϊ Ο 
ημθ ημθ I 


<3 


ημ^θ 0 ημθ 
I ημ^θ*] 0 
ημθ ημθ ) 



ημθ 

ημΐ+ημθ 

0 

= 

ημ^θ+ημθ 

ημθ 

η μ 2 θ+1 


ημΑ)+1 

ημ^+1 

ημθ 


Α 3 -(ημ^θ+|]Α-ημθ·ί = 


ημθ 0 1 

I Ε 0 


ημθ ημ 3 θ + ημθ Ο 
η μ'θ + η μ θ ημθ η μ^θ Ί-1 

ημ 2 θ + Ε η^θ + 1 ημθ 


= 0 


0 ημθ Ο' 


Ί 0 0 


0 0 0 

ημθ 0 ] 

-ημθ*. 

0 ί α 

- 

0 0 0 

1 ! 10 


0 0 1 


0 0 0 


Ρ> 

Λ Εάν ημθ*0^>θ?ϊκπ , κ βΖ 


(I) 


1 


ϊ Α3 " η ^θ' Α=ΙοΑ (^ : - 1 0 ί ·’] =1 -***» 

2 η μΤθ+ ϊ 


ημθ 

ο Α αντιστρέφεται και Α" 1 = 


I 


ημυ ημθ 

ύ Εάν ημθ = 0=>θ = κπ , κ^Ζ 

(1) => Α -Α=ΟοΑ=Α , οπότε αν υπάρχει αντ/φος του Α θα βίναι 


Α 3 Α 1 - ΛΑ 'οΑ'-Ι άτοπο αφού Α* = 

ύ 



ο ο ο 

ϊ 1 θ 

0 0 I 

η\ι·Μ 


*Ι 


_ 

νχν πίνακας τέτοιος ώστε ί Α 5 + Α 1 ® + I 0 ί Ε) 
Ο Α αντιστρέφεται και είναι Α" 1 = Α Μ 










Απάντηση 




57 


αϊ Έστω πίνακας Β = Α'. (I) ^Β+Β : + Ι ν =0οΒ’= Β-Ι ν θ(η» 
μχΒ)Β* =-Β 2 - Βο Β* = Β+Ι„ - Βο ^ Ι ¥ ο Α 15 = Ι ¥ ο Α - Λ Η =1 ν 
Αρα Α 1 =Α ν 

Ρ) (Α- , ^(Αγ=Α Λ +Α ΙΛ = Α ΙΜ ^ + Α'»* , =(Α' Ι ) 4 ·Α , %(Α ιί )*.Λ ί 


<■) 


= ι 4 α'°+ι ! 'α 5 =α' < ' + α 5 =-ι 



(ί. ζ + λ 4 )·Β=2Α (I) , ί(λ·Β+ Α)=-Β (2) , λ«Κ 

ί .. ... ._ 5 ϊ 

Να εξετάσατε αν οι πίνακες Α*Β αντιατρέφονται. 

Απάντηση 

Μ§ 

(2) =>2Α=-β 2λΒ =>(λ ζ +λ 4 )Β=-Β-ΖλΒ=>(λ ζ + λ 4 ν2λ + ί}Β = 0» 
(λ +1)* + λ 4 1 Β = 0 κο» κηκιόή (λ +1)~ ί-λ 1 * *0 για κάθε λ ε Κ είναι Β = ( 


άρα ο Β άεν αντιστρέφεται. 

Από (1) =>2Α - 0=> Α - 0 άρα ο Α &εν αντιστρέφεται. 


1 % ν 







ραγωνικοτ 

νχν πίνακες τέτοιοι ώστε : 




Λ τετραγωνικός 2x2 πίνακας και α πραγματικός αριθμός τέτοι 
ώστε: α Α | + | -2 Λ | = α 2 + 2α+4 (I) 

α) Δείξτε ότι: | «-Α | = 0 2 [ Α ] 


β) Βρείτε την ελάχιστη και τη μεγίστη τιμή της οριξοκαας Α 




Α πάντηση 



α)Έστω Α = 

Χι χ*Ί 

»τότε αΑ = 

’ίίΧΐ 

αχ 2 

με Ια/ 

αχ, α χ 2 


Λ 

αχ 3 


1 ι η 

αχ 3 αχ 4 


<Λ ( χ 4 -α 1 Χ|Χ 1 = α Ι (χ 1 χ 4 -χ 3 χ 2 )^α 1 *' * 2 ^α 1 ]/ | 

Χ 3 *4 


Ρ) (1) »α ζ |/ [+4[/ | = α 2 + 2α+4ο|/ [ = + 2ρ4-4 0 1 , | = | + -^Ξ 

α -1 + 4 πΓ + * 



















































α 

'? * +® 

ΐ 

1 - 

- 0 + 0 - 

1 1 

I 

[ X £ ^ μ Ν, 


ΘΕΜΑ 25 Δ 


Έστω ο πίνακας Α - 1 ° * Λ ] „ 

α α-ΐ] 


Έστω | / |=Γ(α)5ηλ, Γ(α) = 1 + 


2α 


Είναι Γ(α) 


Λ α2+4 )- 


α ? + 4 


4ο 

Γ¬ 


Η -Τα 2 


- 4Η 

(α : +4) 


^ . Ελάχ, τιμή: Γ(-2) = 1 + ~ = - 

Β 2 


(“ ,+4 ) («Η’ 


Μίγ. τιμή: Γ(2) = Ι + | = 2 

Β 2 


αεϋ 


α) Να βρεθεί πίνακας X ι Α α5 Χ 


{-* Ί 

Ιι »] 


(■) 


π> Εάν για τον κϊναχιι Β κτ/ύε* Β(Α +■ I) I + Β (2) να ίείξιτε ότι Β = Λ 








■[ 


0 
ο I 


α) Α Ζ = Α·Α 

Α βί = Α 64 Α = (Α 2 ) 3 " Α = I 32 Α = Α 


Λ πάντηση 

= I άρα Α^ 1 = Α 

32 


(1) =>ΑΧ 


=[-> μ 

[2 -I] 


(χοΜζωμκ Α) X 


ί; 1 

Π ν 

X - 

3-α 3-2α 

1* 

1 

α-2 2α-1 


ϊ) (2) ΒΑ + Β = I +■ Β=> ΒΑ = 1 => (ποΑ/ζωμ*Α) Β - Α 



ίχ- ν+ ϊ = γ 
Αίνεται χο σύστημα: χ + γ + χ = 3Χγ 


© 


χ-2γ+5λζ = 4ζ 

Κ«θ (\| , )Τ| , 1 |)^(χ],ϊι, *ι) δύο λύσεις αντού. Εάν επιπλέον ισχύει; 


|(2χ-3)άχ = 


3- 7λ 


, δείξτε ότι οι αριθμοί: Χι + \ 2 * ίι +^ 2 , ζ, + 




είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. 







ονχαι ο πίνακας Α = 



λύση, να λύσετε την εξίσωση ; Α 1 * X + Α ϊβ40 

ι ι 

Β. ,ΙίνίΓαι η εξϊσιυιπ) : κ + γ* - 1χ - 4γ - 4 = Β 


κέντρο και την ακτίνα. 


β) Να προσδιορίσετε το α ε Η ώστε η ευθεία που ορίζεται αχό τ 



Ιο Π]Ρν 4ης Αέύ^ίψζ χο\ί τοκικού άιαγοινι<ΐμού\ [" 

^ ^ όχου λ έΗ-|-“,θ| και τ 


Χ-ό -2 


2χ + 14ν - 11(0 = 0 

2λχ - 2λγ + ω = Χ+ 1 (Ε) , Αν το (Ε) δεν έχει μοναδικ 


Χχ+γ-λω=I 




= 21 



<1> 




του οποίου 

να | 

ΡριίτΕ 




και Β(~1*-α) να διέρχεται αχό το 




κύκλου. 

Απάντηση 
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Α. Επειδή το σύστημα δεν έχει μοναδική λύση είναι: 

2 14 -Π ( 

= 0«_<=>5Χ 2 ™4λ-1=0ολί=1 η λ—-1/5 


Ο = 0ο 


ΐλ -2λ I 
λ 1 -λ 
άρα λ = I διότι λ εΚ ~ {(),-1/5} - 


Για Χ=! ο πίνακας γίνεται Α- 

910 


" 2 Γ 

Α 2 = 

2 Γ 

' 2 1 ’ 

-5 -2 


Ψ 

I 

_I 

-5 -2 


-I 


Α Ι»2Ι = Α 2«β α = (Α 2 ) ·Α = Η» ,β Α = Α 

Α 1414,1 - (Α 2 Ρ = (-Ι) ν? ° = ί , οπότε η εξίσωση γίνεται; Α X + 1 - 21 <=> 

2 -1 


Α Χ = 1^3 X = Α“' = -Α = 


διότι Α* = -Iο Α(-Α) = Ι»Α - 

2 / «γ2 


Β. α) χ 2 +γ 2 - 2χ~4γ-4 = Οο.θ(χ-1)' + (γ-2)“ =3 3 , Επομένως χαρ 

στάνεί κύκλο με κέντρο Κ(1,2) και ακτίνα ρ~3. 

2(ΐ 4 (ί ία 

β) Η ευθεία ΑΒ έχει λ = 


3α 


^ ■ =» —- όρα εξίσωση : γ - 2α = “(χ - 3) 


ο4ν-Ηα-3αχ-*ία<ο ”3αχ+4γ+α = 0 , 

θέτω τ-1 , γ=2 οπότε : -3α *8 + ίΐ = 0=£2ιΐ = Κ=> α = 4 

























































ΘΕΜΑ 28.Δ 


V I 

_, (Ζψτημα Ια της 4ης Μπμης τ*»- τοπικού ύοιγιοησ^ΐού) 

ΛΤαίΤΤμϊίΐ συνάρτηση ί είναι συνεχής στο [α*β] και ί(α)χ 

τότε, για κάθε αριθμό κ μεταξύ των Γ(α) και ί(β) υπάρχει ΐουλάχι 
ένας χ 0 € (α, ρ) τΙ το ιος ώσ τε να ισχύει ι ί (χ φ } = κ * 

Ρ) μια συνάρτηση ί συνεχής στο σιάστημα Α , 

Αν ισχύει ί Π*)> 0 για κάθε Εσωτερικό σημεία χ του Α , τότε 
είναι γνησίως αύξουσα στο Λ , 

11* Έστω η συνάρτηση Γ με Γ συνεχή στο Κ. 

/ , .* \ 

Αν ί(0> = 0 και ί ΪΟ) = 1 * να βρείτε το : Ιίυι --| χβιΜι. 

ι-4*-ηρ»Λ ) 

Απάντηση 

Α. «), Ρ) Βλέπε σχ. Βιβλίο 


Β 


* Είναι: |\ί(ξ)ί1ΐ = χ^Γ(ί)ΐ1ΐ , Επειδή η ^Γ(1|ί1ΐ είναι παραγωγυ 

είναι και συνεχής άρα : Ηπι ί Γ(Τ)ί1ΐ = Ππι χ Γ]Τα)άί = 0 . 

Χ-»04ο ΐ —Μ'Ι *Ι() 

Εχουμε λοιπόν απροσδιόριστη μορφή ~ όπου οι συναρτήσεις 
Γλο* • χ-ημ* είναι παραγωγίσιμες οπότε κατά το κανόνα 0.1 


ΓχΓ(ιΚ3ι χ 0’(1)άΙ + χΓ(κ) χ 

ΐοϋρΗά) είναι: Ιϊτίπ —- = .. = }ί«\ ^_ _ 


= »*. = ϋπ> 
χ—ημχ χ-μι I - σ\ν χ 

>(χ) . ί'(χ) 


= «η, Μ±Μ±«Μ _ Λ) _ 2Γ'(0> + Γ'(0) = 3Γ'((1) = 3 

*-*ο ι»μ* «-.ιΑημχ ημχ/χ,Ι ν ' ν/ 


αφού Ιίτπ 2Ιίχ) = 2ίίπι — = 2Ιίηι -— = = 2Γ(0) , Πγώ ^- Χ = ] 

Ι_*ΐ5 ΠΜ» ,ϋΐηιιτ . ι ' 7 1 1 _ 1 


χ-Κ> η μχ χ-*ο η μ χ χ-*«σιν χ I 


χ-*ο χ 


και επειδή Γ(χ) συνεχής ίϊτη Γ(χ) = Γ(0) 

χ-ιΟ 


ΘΕΜΑ 29 Δ 


Α, Έστω □ πίνακας Μ = 


(Ζήτημα 4α της 4ης Αίτψης τσν τοπικού Λιαγτονισμού) 

6χ X 6 

. χ £ Κ και τα ενδεχόμενα Α,Β 


2 χ I 
I ϋ 2 















































«αγροτικού χώρο ο ίΐ . Αν Ρ(Α), Ρ(Β) ρίζες της εξίσωσης ] Μ |" Βχ - 6 
και Ρ(Α) < Ρ(Β) , να αποδείξετε ότι: 


α) Τα Α * Β δεν είναι ασυμβίβαστα, β} 






^Ρ(ΑΠΒ)^ 



Β- Δίνονται η ανάρτηση ϊ(χ} = 4^%* και η ευθεία ί: >=4 
όΐΐοο 0 < α < 1 . Να βρείτε το α ώστε το χωρίο που περικλείεται απά τη, 
(^αι τον άξονα χ ι , να διαιρείται από την ευθεία ε σε ότίο 
ισοεμβαάτκά χωρία. 

Απάντηση 

(νναιπ κιττά το άτοιχάα της }ης γραμμής) .= | 2χ Ζ - 9χ 


Α. α) | Μ ] 


άχ χ 6 
2 χ 1 
I 0 2 


Επόμενός ) Μ | = Ηχ-6ο Ι2χ : -9χ = 8*-6ο Ι2χ 2 - 17χ + <ί = 0« 

*ι = ^ . *2 “ ^ - εηομίνως Ρ(Α) = ^ , Ρ(Β) = ^. 

Αν Α , Β ασυμβίβαστα Ρ(Α ϋ Β) = Ρ(Α) + Ρ) Β) = - + - = 1 1 > [ άτοπο . 

3 4 12 

Αρα Α , Β δεν είναι ασυμβίβαστα, 

Ρ) Είναι ΑΠΒε Β=»Ρ(αΠΒ)£Ρ(Β) 3 Ρ(ΛηΒ)£-. 

4 

Ρ(ΑΙΊ Β) 2 . “ «ο Ρ(Α) 4- Ρ(Β) - Ρ(Αυΐ) ο - Ρ(ΑυΒ) £ ^ ο 

^Ρ{ΑϋΒ)5||-^ ^Ρ(ΑυΒ)^1 αληθής , 

Β* 


4 

■-— 

ίϊ 

Τετμημένες σηπίων τομής της 
ευθείας με την Ο ; 



4-α 2 ^4 -χ 2 οχ= ±α 

/ *" 


Από την εκφώνηση έχουμε : 

ί/ * 

\δ ψ=4-α' 


/ »■ 
Α(·Ϊ.<Υ | 

. ϊ \βϊ» 0ι 

4 ^ χ >1χ 

0*^χ*-4+α»)ίκ 

β ^ * 

' 0 ή X 



*,..ΐ^3νι =31<^α-η4 



Δίνεται η συνάρτηση ; Γ(χ) - 
α> Να κάνετε μελέτη και γραφική παράσταση, 

® Λ Να βρείτε το πλήθος και το πρόσημο των ριζών της εξίσιο* 
χ ^ 4 = α χ 2 με τη βοήθεια της προηγούμενης γραφικής παράστασης. 

Απάντηση 

Πεδίο ορισμού της Γ: Α = 0)0(0,*») 

<*) Γ(χ) = * + -- =ϊ Γ'( χ) = I - και Γ'(χ) - —τ > 0 για κάθε χ ε Α 

* * X 

Γ(χ) = Οθ5Χ 3 =8<ΐ3*Χ = 2 

Λ 1 -δ * τ, , - ι 


Γ(χϊ > θί=> - 3 Μ > Οο χί χ - 2)|χ " 4 2χ + 4^> 0 


Το πρόσημο της Γ φαίνεται στο 

-*4^® -- ί —διπλανό πίνακα 

_ ** ~ + 0 + _ 4 

_ ^2 _~ ι 'ΓΤν Επει6τ ΐ ί(*)-* = ^=* 

-Π* - “7-1-— *■£ = Ι'Π> — = 0 

Α Ρ« η ε^κία γ-% είναι πλάγ 

ασύμπτωτη της ϊ στο ±σο, 

|ιιβ Γ(χ) - )ιπί|χ + ~ +*> * Αρα η ευθεία χ-0 είναι κατακόρυφ 

ασύμπτωτη της Γ, 


χ 

-* ο 2 +α> 

χ* 

«■ 

4- 0 4- 

χ-2 

- 

- ο 4 

χ = +2χ+4 

4 

+ + 

Γ<Χ) 

4 

- ; + 


(1 — “— 

χ 

-*> 0 2 +τθ 

Γ 

+ 

, ό + 

Γ 

+ 

+ 

+ 

( 

7 

Ρ* 

Τ.£. 


β) Η εξίσωση χ’ +4 = οχ ί 5εν 


ύχι,Λ ρίςα χ—0 , Επομένως ισοδυναμεί με την 









































































εξίσωσης αυτής Είναι οι τετμημένες των σηιικίων τουτίι: ττυ- Γ 
και της κυβείας >=α. Επομένως : ^ ' ΤΟμης ”*« 

► Αν α<3 η ευθεία γ=α τέμνει την καμπύλη σε ένα μόνο σημείο 
επομένως η εξίσωση έχε, μία μόνο ρίζα κα, μάλ,στα αρνητική. 

Αν^α-3 η εξίσωση έχε, μία αρνητ,κή ρίζα κα, μία θετ,κή διπλή την 

► Αν α>3 η εξίσωση έχε, τρκ,ς ρίζες, μία αρνητική κ« 8ύο θετικές. 


8 

\\ Ι 

/ ρ \ 1 


ψ °· 

/.Ι-Λα / 

/ * Λ / 

: ;\ / 

; ;\Γ/ 


°ι 

1 λ 3 

-► 

X 


I 


Ι,ο σχήμα Λίνέτοι η γραφική παράσταση 
η Κ παραγωγού της συνάρτησης; 

Γ{χ) = αχ 4 + ρ Χ 1 4· Γ( 1 

α) Να προσδιοριστούν τα α,ρ,γ £ Κ „ 

Ρ) Να βρεθούν οι συντεταγμένες (χ βι γ β ) 
ταυ σημείου Α , 

7) Να αποόείχθεΐ άτι τα σημεία Α,ϊΙ,Ι 
είναι συνευβειακά και να βρεθεί » 
εξίσωση της ευβεέας στη ν οπαία ανήκουν. 


Α πάντηση 

ο) Είναι Γ'ίπί^Φιν’ +3βχ- + 2γχ . Έστω £(*) = «σι 1 + 30χ 2 + ϊγχ , * <= Κ. 

6'(λ) = | 2ί ι π-+6ρχ + 27 . Επειδή τα σημεία 1,3 είναι θέσεις τοπικών 
ακροτατων της £ , σύμφωνα με το Θ.Ρ«γπιηΙ θα είναι ρίζες της ς' 

-ίβ) 

β = -8α 


1 + 3 

Επομένως ^ 2α 


ϊ-3 = 


12υ 


7 = 18α 


:} 


(I) 


Αλλά^ ( 1 , 8 ) ε ς, , οπότε μ(Ι) = 8 ο 4ο + 3β+2γ = 8«>4« - 24α + 36 α = 8 » 

α^ί/2]* Οι (1) δίνουν ~β~= -4 | , ( γ=9 


η 


νΐ^τά ταν προσδιορισμό των α,β,γ η £ γίνεται: $» = 2 χ 3 -ί 2 χ 2 + ( 83 ϊ( 2 ) 
Είναι Ε '(χ) = όχ’ - 24* + ]8 , = 12χ - 24 
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Επειδή το Α είναι σημείο καμπής της β είναι: 


Β"(Χβϊ =0»12χ ίι -24 = 0» % ϋ = 2 


Η (2) δίνει γ 0 =$$**γ ϋ = 2 2*~Ι2 -2*+ 18 2θ [ γ 0 -4 
γ) Α(2 Κ 4), Β(ΙηΗ) , Γ(3,0) 


ι ΑΒ 


8-4 4^ _ 1 


1—2 - 

λ 0-4 -4 

*ΑΓ =-— = — =^4 


γ=* Α,Β.Γ συνειιθειακά . Ανήκουν στην ευθε 


3-2 1 

που δι έρχεται απ ό το Γ και έχει λ - -4 δηλαδή στην γ - 0 = -4{χ - 3) - 


χ--4χ + 12 


'Εηϋ συνάρτηση ί χαραγωγίσιμη στο 10, 1[ με συνεχή χαμάγωγο σ 


|Μ| , Π0) > 0 και ί( 1 > — Γ(0) + - . Να αποδείξετε ότι 




α) Υπάρχει α^Ο,Ι): Γ(α)-α 


β) Υπάρχει χ 0 € (Ο,α): ΓΧχ*) = 2χ 0 


Απάντηση 

_ 2 



α) Εστω η συνάρτηση 8{χ) = ί(χ)- — , χ ^[Ο,ΐ]. Είναι: 

α<*)=ηι*) 


8(1) = Γ(Ι)-1 = Γ(0) + 1-ί = Γ(0) 


«Μ = 8(1) 


Η £ είναι συνεχής στο [0> 11 ως διαφορά συνεχών και παραγωγίσιμη στ· 
(ΟιΙ)με β'(χ)*Γ<χ)-& 

Αρα (Θ.ΚοΙΙε) υπάρχει α € (0,1 ί: υ'(α) = 0 ο Ρ(α) - α - 0 ο Γ(α) = α, 
β) Εστω η συνάρτηση Ι**) = Γ(χ)-2* . χφ«]. Είναι: 

ΐι((η»Γ((η>ο 

Η(α) = Ρ(α) -2α = α- 2α = -α< 0 
Επειδή η Η είναι συνεχής, υπάρχει (Ο.ΒοΙζχησ) χ 0 €(θ,α): Κ(χ ( >} = 0£> 
^ Γ (χ 0 ) — 2χ 0 * 

Σ ημώΐΐχτη: Η οπά&εση; /'(χ) αυνι/ής στα (0,1} μαζί με χψ /'( 0) >0 μας αάφφ 


Ιι(0) Η{α) < 0 


πτψ ιφαρμαγή τ&α Θ.ΒαΙζαηο, 























































ΘΕΜΑ 33.Δ 


Να υπολογίσετε τα εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από ης γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων ί(χ) - ημχ , β(χ) = π και τις 

* = ** * Χ = χ 2 , όπου Χρ»! ακρότατα της ί(χ> στο [-π*π| 

!_ -Ϊ 


Γ(χ) - η μχ => Γ(χ) = συν χ 
Αρα 


Απάντηση 


π 

*' — 1 ' 
π 

X; = - 
2 2 



ί κ/2 

|η μχ - χ|ύχ 

-η/1 


X 

-π - π/2 

0 

π/2 π 

ψ 

ι— 

- 0 

[ 

1 

+ 

1 

0 - 
| 

ί 

■ 





Ισχύει |η μχ| £ |χ| για κάθε χ € Κ . Δηλαδή ; 


η μχΐχ 
ηβ 


• χε [°·ΐ] 


και -ημχ£-χ η μχ2 χ . 


[-!·«]· 


Αρα: 


Ι ηβ. *η -η/2 

|η μχ- χ|ίϊχ = 1 |ημχ-χ|άχ + |ημχ-χ|<1χ = 

-η/1 #-χ/ϊ 4α 

ΝΜτ-Κ-’- 


-συν χ - “ 


+ 

-Φ ί 


Λ*Ρ 


+ συν χ 


■Ι^ Ι ίΜΕΗίΜ α) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης ί με 

τόπο Γ(χ) -π 3 ίΐ -χ 1 ^ και να εξηγηθεί γιατί έχει έννοια το ΙΙζη ί(χ) 

' ' 2 ι-»ι 

Ρ) Να υπολογιστεί το Ηγπ Γ(χ) 

χ-*ι 

Απάντηση ; Α =...(-5,-3}υ(-3,-ΐ)υί-Μ)υ(ΐ,3)υ(3,5).„ , ΝτηΓ(χ) =4π 

χ-*ί 


ΘΕΜΑ 34.Δ 


Ο πληθυσμός ενός χωριού ελαττώνεται με ρυθμό ανάλογο 
υπαρχόντων κατοίκων. Ετην απογραφή του 1960 το χωριά είχε 
κατοίκους, ενώ στην απογραφή του 1980 βρέθηκαν 1800 κάτοικοι, 
α) Πόσους κατοίκους είχε το χωριό στην απογραφή ταυ 1950 ; 
β) Πόσοι κάτοικοι θα έχουν απομείνη στο χωριό το 1000 ; 

Απάντηση 

Εστω 1(1) ο πληθυσμός ως συνάρτηση του χρόνου. Θεωρούμε ως ε 
μέτρησης του χρόνου το 1960 οπότε : 

Για το 1960 : ΐ - 0 
1980: 1 = 20 
1950: ( = -10 
* » - 2000 : 1 = 40 

Είναι ΙΤ{ί) = -κΓ|0 , κ>0 ^ ?—=-κ^ Γ^-^άι = Γ-κάΐ 

Π(1) I Π(ΐ) ^ 


=> ΙπΠ(0 = -κ (+€=> Π(ί) = ί’ |£|1, ' Π(ΐ) = £* « ΪΕ (1> 



Αρα η (I) γράφεται: Π(()= 2000 ο® ( ' = 2000 | β Ιη ^· 9 >|» ^ 
Π(1)- 2000 (0,9) ΐ;2ί] (2) 


α) Για ΐ = -10 έχουμε ακό τη (2); Π(—10) = 2000 (0,9) 1/2 = 2000 

= 2000 - Μ=· 2000 ·— = 210 » . 

V 9 3 

Αρα το 1950 υπήρχαν περίπου 2108 κάτοικοι, 

Ρ) Για 1 = 40 η (2) δίνει: Π(40)-2000 (0,9)* = 1620 . 

Αρα το 2000 Θϊϊ έχουν απομείνει 1620 κάτοικοι. 


ΘΕΜΑ 35.Δ 


Βιομηχανία παράγει κ μονάδες προϊόντος την ημέρα και τις πουλάει ι 
| 

τιμή Γ(χ) = 550Ο--Χ όρχ. ανά μονάδα. Το συνολικό κόστος παραγα 
4 

είναι Κ(χ) = 250000 + 2500 χ 6ρχ. την ημέρα και για κάθε μονάδα 
προϊόντος που πουλάει η βιομηχανία πληρώνει φόρο φ δμχ. 










































του ψ) ώστε τα 

| 


Ια) Να βρεθεί το επίπεδο παραγωγής ( 
ηί Ρ Μ» ΏΙ ρ,ομ,,ϊί,ν '“ ? να ϊ* νει μίϊ*<»«. 

ΚνΪΓρ^ί*“' ^ 01 ημίρήσι ^ ε '°*Ρ&,*ς. 

[Οπου Είχ) = Τ(ϊ). χ = ^5500--1^χ = 5500 *-1*2. 

Επομένως η (1) γίνε™.: Ρ{*) = 3500 * -1** - 250000-2500 = 

I , 

-—X + (3000-φ) 31-250000 => 

Ρ'(Χ) = - * + 30041 — ψ = β°°°~ 2< Ρ~* 

2 2 
Ρ (χ) = 0 ο χ - 6000 - 2φ μονάδάς 

ανά ημέρα, 

[φαίνοντμ, οτον δ,πλονή πίνοπα ” ** ^ κα ' ΙΟ ακ ^4 

Ιρ> Το κράτος εισπράττει ημερηοίως α *ό φάρους το ποσά ; 

Π(φ) - φ X = φ<6000 - 2φ) = 6000φ - 2φ 5 

Είναι Π Η (φ) = 6000 ~ 4φ 
Π'{φ) = 0 ο 6000 - 4φ = 0 
<^ψ = 1500. 

Η μονοτονία και το ακράτατο της ΓΤ(φ) 
«Ραίνονται στο Βάλανό πίνακα. 

Επομένως με φόρο 1500 6 ρχ./μονάδα το] 




* Χ Η 

0 1500 +<» 

|ί Π'(Φ) 

+-— 

+ 0 - 

| I 

1 π (φ) 

4500000 ^ 

^ ο.μ Ν·. 


κράτος έχει το μέγιστο ημερήσιο έσοδο. 


ΘΕΜΑ 36 Δ 


- -I 

ηι(Ρ-α)5 ρ(χ)&£Μ(β-α) (ΐ) 


» Νο αποδεχθεί & η : Ιί| β"'<Ι*5β 


{/· 



€9 


/) Να μελετηθεί η μονοτονία της Γ(ΐ) = —-γ , I <φ , X + ϊ|, χ > 0 


I + 1 


και να βρεθεί τα Ιιγπ 


Γ* +ϊ I 

! -^άι 

ί + Γ 


Ι-++Λ 




ιη(β - α) < φ - α)Γ(ξ) 5 Μ(β - α) ο πι £ Γ(ξ) 5 Μ που ισχύει. 

Ρ) Εστω η συνάρτηση : Γ(χ) = ε' , χ ε [θ,ΐ| συνεχής . 

Είναι Γ(χ) = 2 χε χ >0 για κάθε χ ε( 0,1) άρα η Γ γν. αύξουσα στο |[ 
οπότε γπ - Γ(0) = I και Μ = Γ(1) - £. Επομένως σύμφωνα με το συμπέραα 


Απάντηση 

α) Κατά το Θ.Μ,Τ, του ολοκληρωτικού λογισμού, υπάρχει ξ&[α 


ΓΚ 


Η» 

έτοιο ώστε ΐ(χ)άχ = (β α)Γ(ξ) οπότε η (I) γίνεται: 
Λι 


β-«>ϋ 


του (α) ερωτήματος είναι: 1(1 - 0) < Γ ε' άχ < <$ί - 0) => [ ς Γ άχ £ ε 

^0 2|) 


Τ) Γ'Ο) 


2ι 


(ι + »η 


ΐ ε[χ , χ + ΐ]ς= (0,+®) π άρα Ρ(Ι) < 0 οπότε η Γ ευ 


γν, φθίνουσα στο [χ , χ+1) δηλαδή : 
σι = Γ(χ Ή) = γ = - -; και Μ = Γ(χ) = —- 


1 + (χ + ΙΓ χ* + 2χ + 2 


+ χ 


Αρα σύμφω 


1 Γ χ+ι I ι 

με την (1) ί —- (χ+1-χ)£ΐ - γ άίζ --(χ +1 - χ) 

χ* + 2χ + 2 Λ* 1 + Γ 1 + χ* 

1 Γ ϊ+Ι ί . I 

>—ϊ -5 —7<ϊΐ£~—τ-, 

χ" + 2χ + 2 *λ Ι+ί* 1 + χ* 


Όμως Ιττη —-= Ιίτη — 

Χ-4-Κί V* +?Τ + 7 1-»+^ τ* 


και 


Ιιγπ 


1 


χ : + 2χ42 >-*+“ χ 2 

ί -ϊ+Ι , 

-- Τ άϊ = 0 

* Ι + Ι 2 


+1 
^τ+Ι 


ΈΜΑ 37.Δ 


Δίνεται ο πίνακας Α - 


α I 

ι Ρ 


με α.β<ΞΚ και Α + Ι 3 | = Ι5 , {Α-21 ? | 
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«) Να ΜβλαγΜπ* ™ λ ρ και το α + β ' 

(Ι> Να βρεθούν οι τιμές το», λ 6 Κ για τις Ο χ 0 ί £ ς το οι ·, οιημα , 




αχ+ χ = λχ 
*+Ρχ-λϊ 




έχει άπειρο πλήθος λύσεων. 


«) Α+1 2 ^ 


α \ 

ρ 


ί 0 
ί> I 


Απάντηση 
α + Ι ] 


I 


β + ϊ 


|Α + 1 2 \ = 


ίΐ+1 1 

1 β + Ι 


= (α + 1ΜΡ + Ι)-Ι=αβ+α+ρ + |-|=„ρ +(( ι + ρ )= , α ρ +{α + ρ ) = [5 (|) 


Α - 211 = 


(ί I 

1· β.1 


2 0 

0 2 


α-2 I 

I Β-2 




α-2 1 

I β-2 


αχ+γ = λχ (α -λ)χ + γ = 0 

I*) „ . ί<=> 

*+βγ = λγ χ + (β λ)γ = 0 


!/,Γ = ϋ, Ρ ' ΐ ' 2Ρ±4 ; 1 " 11 | Ρ ~ 2(«+Ρ) + 3^> α β- 2«ι + β) = - 3 

* = *] 


και από <«) 
Πρέπει ' 


αρ=9| 


( 2 ){1)-<2)=>3(α + β) = ΐ8^ [α + β 

I 

1 β-λ 

(α-λχβ-λ)-Ι = Οοαβ-ΐϊλ-βλ + λ 2 -1 = 0 ο λ 4 -(α + β)λ+αβ -1 =Φο 


= 0ο 


ολ~-6λ + 9-Ι = 0οΧ ; -6λ + 8 = 0^ [ΧΞ~2] ή Πί = 4 



I 




Γ αυνίχής οτο (α,ρι, ί( χ) * ο για κάθε χ ψ,β] και 
Αν Γ(β) > 0 να δειχβεί ότι η ¥ είναι γν.οΟξο,,οα στο |„,β 

Α πάντηση 

Είνα. Ρ'(χ) = Γ(χ) , χ«[ α ,β] (ί) 

Εχκιδή είναι Γ(χ)ί0 για κάθε χφ,β] θα δείξιο ότι η ί(χ) δ.πτημι; 
σταθερό πρόσημο στο [α,β]. 

Αν υπήρχαν κ.λ φ,β] ώστε Γ(κ)Γ(λ)<0 τότε από Θ.ΒοΙχχ» θα υπήρχ, 

χ« ε (α,β) ώστε Γ(χ„) = 0 άτοπο. Αρα Γ(χ)>ο ή Γ(χ)<ο για κάθε 
X 6[α,β] 

Α μα απο (1) η Γ είναι γν.αόξουαιι ή γν.φθίνουσα. 

Είνα, όμως Ρ(α)=0 και Ρ(β)>0 δηλαδή Ρ(α)<Ρ(β) άοα π Ρ 
αποκλείεται να κιναι γν. φθίνουσα. άρα είναι γν, αύξουσα. 
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|ΘΕΜΑ 39 Δ 






Έστω χΟγ σύστημα ορθογωνίων αξόνων και τα σηρίί ίσ Α(ΓΚΖ) # Β(> 

Α 

και Μ(χ,0ι , χ>0 και φ = ΑΜΒ« 

α) Να υπολογιστεί η εφφ ΐι>; συνάρτηση του κ 

β) Να βρεθεί το χ ό+ζτέ η γωνία φ να είναι μέγισττμ 

γ) Για την τιμή του χ του β) ερωτήματος να βρεθεί η ί ξΐσωση 

κύκλου του περιγεγραμμενού στο τρίγωνο ΑΒΜ. 

ο) Να αποδειχθεΐ ότι ο κύκλος εφάπτεται στον άξονα χ'χ. 

Απάντηση 



Α Α 

α) Είναι φ - ΟΜΒ^ ΟΜΑ 


ε φίρ ~ 


Α Α 

εψΟΜΒ-εφΟΜΑ 


= ^ _κ_- 

4 2 


1+εφΟΜΒ εφΟΜΑ Ι + ~ " 


χ χ 


Αρα 


εψψ: 


χ 1 +8 


β) Για να γίνει η οξεία γωνία φ μεγίστη (επειόή η συνάρτηση έραπτα/ 
φαί γν. αύξανα στα (0 ¥ χ]2) ) αρκεί η εφφ να γίνει μέγιστη. 


Έστω εφφ= # χ ) - 


2χ 


χ 2 +Η 


2ίχ 3 + κ1-2χ 

Ίχ\ = 3- ί - 

(«■»·)■ 


«μ ■ 


2χ 


16-2χ 2 



8’(Χ) = 0 ο !6-2χ ; = 0 ο χ : = 8 ο χ = 2ι/ 

ϊ>0 

Ε'(κ) > § ο 16 - 2χ 2 > 0 ο χ^ < 8 ο χ < ΐ4. 
Επομένως η β(χ)=έφφ γίνεται μέγιστη ό 
χ = 2ι/2 

ϊ> Έστω Κ( χ {( ) το κέντρο του ζητούμενου κύκλου και ρ η ακ' 


X 

0 2^2 +οο 

Β' 

-}— 

+ 0 - 

Ε ■:] 

I 

** Ν» 


τον 

2 2 3. 

Τότε η εξίσωσή τον είναι: (χ - χ^)" + (γ - γ 0 ) - ρ" 

Επειδή ο κύκλος διέρχεται από τα σημεία Α{0,2), Β(0 Ρ 4), Γ^2Άθ) 
έχουμε το σύστημα : 











































































(·*θ) 1+ (*-ϊ®)* β ρ 2 

(-*&) 2 + ( 4 -> β ) 2 = ρ 2 


-»■ 


χ ο + ~ **νϊ ^ + 8 = ρ" (3) 


Από {2)-(|)=ο4γ 0 -Ι2 = 0 ^ ϊο ^ 3 (4) 

Από ^~4χ 0 -4 = 004^2 χ 0 = 1ύοχ ϋ = 2^2 

Αρα Κ(2^2.ή. Οκώτε (1) ρ 1 = ^ι/ΐ/+3*-4·3+4 = 9=>ρ= 3 

τχομένφς η εξίσωση του κύκλοι; είναι: (χ - 2-/ΪΫ + (γ - 3) 2 := 9 
ί) Για να βΛοβείξουμε ότι ο κύκλος βρώττετσι στον *'* (10κ „ , 

τρίγωνο^ΟΚΜ είΐ,οί^ ^ ^ ΚΜ · ^ «■ « 
V αυτό αρκεί ναβεϊξουμ εότι: (ΟΚ) 2 ={ΟΜ) ! +(ΜΚ) 2 (5) 

Βίν “* < 0Κ ) = + * = & ^(οκ) 1 = 17. (ΟΜ) = 2^ ^(ΟΜ) 1 = Κ 

ΜΚ) = 3=»(ΜΚ)* = 9. οπότε η (3) γίνεται 17=8+9 που ισχύει. 

^ Τ>ό< Μ : Ιί ’ ΓΕίβ, ί *Μ = *κ = 2 τ/ 2 είναι Κ.Μ 1 χ'χ οπότε η χ', 
Εφάπτεται του κύκλου* 


ΘΕΜ Α 40,Δ 








Έστω ΐ| συνάρτηση ί(κ) = π 5 - „*> - χ + α , χ £ κ , βε Γ.|,1 

1·“οΓ λ :Γ ΕΤ£ " **“ ^ ****«" **«**"* σκότην * « 
Ρ) Να Ρρ«Βει η ελάχιστη και η μεγίστη τιμή του εμΡαόοίι. 

Απάντηση 

α) θα βρούμε πρώτα τις τομές της ϊ με τον άξονα χ’χ . 

Γ(χ) = 0« π* - αχ ι _ χ + α = 0 0 χ5(χ _ α) _ (χ _ α) = 0 ο (χ ^ , ο 

*Τ*Γ- α 1 Χ ,Γ* 1 * = * * δηλαδή -1 η μικρότερη και | 

μεγαλύτερη ρίζα. Επομένως το ζητούμενο εμβαδό είναι; 


! ·/:,ι 


χ + ιιΐάχ 


Θα Ρρούμε το πρόσημο της ανάρτησης Γ(χ) = χ 3 - αχ 2 - χ + α στο 


• ( Η* \ 








Γ- 

X 

-ί α ι 

*χ) 

1 1-“1- 

-0+0-0+ 

1 


Αιτο το διπλανό πϊνακτι προκύπτι: 
ανΓ(χ)£0 χε[-|.α)κ«ι 

ανί(χ)5 0 χ 6 [α,ΐ] οπότε 


/ υί χ1 "* αχ1 + “) ί,,Ε_ / (* 3 -<ι 1<Ι -*+“)Λ| 

* Λ ι η “ία Γ * « _ -.1 



Ρ) Ε 


* * 3 3 

Ε' = Οοα - 0 ή (ΐ - ±>/3 
Από το διπλανό πίνακα Κ] 
της Ε' προκύπτει ότι το Ε 
ελάχιστο για α-0 οπότε 
^ιπιπ = ^ 2 τ*μ. 


α 

ι » 

Ε' 


Ε 



Ειτειδή η συνάρτηση Ε=-^-+β ι + 1 «ί να ι συνεχής στο 


προκύπτει ότι σύνολο τιμών του εμβαδόν είναι το ί ί - 

12 Τ 3_Γ 

α = -1 ή α - I είναι Ε^ - 4/3 τ.μ. 


ΘΕΜΑ 41. Δ 




!σ ΐω οι συνάρτησή %> - και #*) = (κ χ+ μ)χ 2 + 5 , κ, μ + 

Λν τυ ακρότατο της ί είναι σημείο καμπής της β τότε : 

1 προδιαριστούν τα κ , μ καί να μελετηθούν οι ί , ρ ως τ 
μονοτονία και τα ακρδιατα. 




Ρ) Αν χ, είναι η Ηέση του σημείου καμπής και χ 2 , χ 3 οι (Μοί 
τοπικών ακροτήτων της ρ , να αποδείξετε άτι τα σημεία : 
Α (*Ι·βίΧ|>)* Γ'ίχ^βίχ,)) είναι συνευθειακά. 


Απάντηση 

































































74 


X 

-οο 1 +οο 

Γ 

- 0 + 

_| 

Γ 

\ 01 / 

Ο.Ε, 


α) Ρ(χ)=2 

Γ'(χ) = Ο ο 2<χ - =θο 

^ χ -1 - Ο ο |_^ς_=_ΐ| 

Η μονοτονία της Γ και το ακράτητο 
φαίνονται στον διπλανό πίνακα. 


► *(χ) = κ χ* +ΡΧ 2 + 5 => £ '(χ) = 3κ?ί+ 2μχ=> 8 ”<χ) = ήκ χ+ 2μ 
Αφού το ακράτητο της Γ είναι σημείο καμπής της £ θα είναι; 
β #, (ΐ)=ο 

6(0 = ι , (ΟΛεα,)] 


6κ + 2μ = 0} 

κ = 2 

{Ο \θ 


κ+μ = -4 ] 

μ = -6 


X 

-οο 0 2 4 *οο 

£ 

~ι -["- 

+ 0 - 0 + 

Μ _ \ 

£ 

^ ώΝ. 0 ^ 

τμ- τ^ 


ραίνονται στον διπλανό πίνακα* 
|Β Σημείο καμπής της £ ; Α(Ι,Ι) 


Επομένως για τη β 0α έχουμε : 

£<χ) = 2χ 3 - 6χ 2 + 5 

Ε'(Χ> - 6Χ 1 -Ι2χ*= 6χ(χ - 2) 

@'(χ) = 0<»χ = ΰ , χ = 2 

Η μονοτονία και τα ακράτητα της μ 


I ια τις θέσεις ακροτήτων της £ 
Εξίσωση της ΒΓ : γ = λχ + μ =3 


Β(0,5) 

Γ1(2,-3) 


|μ = 5 

μ— 


5 = λ -0 + μ 
“3 = 2·λ + μ 

Αρα η εξίσωση της ΒΓ είναι; >^^Ιχ+5 (1) 

Γο σημείο λ(Ι,Ι) ανήκει στη Β1 αφού οι συντεταγμένες του 
επαληθεύουν την (1>* 

Αρα τα Α * Β , Γ είναι συνευθειακά. 
































